Kolorowanie plaszczyzny, prostych i okregow

Jadwiga Czyzewska
Pisane pod kierunkiem W.Guzickiego

W 2013 roku na II etapie VIII edycji Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow pojawilo si¢
zadanie o nastepujacej tresci:

Zadanie 1: ,, Kazdy punkt ptaszczyzny nalezy pomalowaé na pewien kolor w taki sposob, aby
kazda prosta byta jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba
kolorow, ktorych mozna uzy¢ do pomalowania punktow tej plaszczyzny? Odpowiedz
uzasadnij.”

Pokazg, ze zgodnie z warunkami zadania, ptaszczyzn¢ mozne pokolorowaé co najwyzej
trzema kolorami.

Udowodni¢ najpierw, ze nie mozna pokolorowa¢ punktéw ptaszczyzny czterema
kolorami.

Zat6zmy, ze mozna pokolorowac¢ ptaszczyzne czterema kolorami zgodnie z warunkami
zadania. Wezmy 4 punkty A, B, C, D, ktore sg pokolorowane na cztery r6zne kolory.
Zauwazmy, ze zadne trzy z tych punktow nie mogg by¢ wspdtliniowe, bo wtedy przechodzaca
przez nie prosta byltaby trzykolorowa. Rozpatrze trzy przypadki:

1. Proste AB i CD przecinaja si¢ w punkcie E. Jezeli punkt E jest pokolorowany na kolor
punktu A lub B, to prosta CD jest trzykolorowa. Jesli jest pokolorowany na kolor punktu C
lub D, to prosta AB jest trzykolorowa.
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2. Proste AB i CD sa rownolegtle, a proste AC i BD si¢ przecinaja w punkcie F. Jesli punkt
F jest pokolorowany na kolor punktu A lub C, to prosta BD jest trzykolorowa. Jesli punkt F
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jest pokolorowany na kolor punktu B lub D, to prosta AC jest trzykolorowa.
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3. Proste AB i CD sg rownolegte oraz proste AC i BD sg rownolegte. Wtedy czworokat
ABDC jest rownoleglobokiem. Niech jego przekatne AD i BC przecinaja si¢ w punkcie G.
Jesli punkt G jest pokolorowany na kolor punktu A lub D, to prosta BC jest trzykolorowa.
Jezeli jest pokolorowany na kolor punktu C lub B, to prosta AD jest trzykolorowa.

Stad nie mozna pokolorowac ptaszczyzny czterema kolorami, tak aby kazda prosta byta
€0 najwyzej trzykolorowa.

Pokazg¢ kolorowanie ptaszczyzny trzema kolorami, przy ktorym kazda prosta jest
co najwyzej dwukolorowa. Pokolorujmy catg ptaszczyzne na jeden kolor, np. zielony.
Wybierzmy prostg i pokolorujmy jg na inny kolor, np. niebieski. Wybierzmy teraz dowolny
punkt na tej prostej i pokolorujmy go na inny kolor, np. czerwony.

Wtedy kazda prosta jest jedno lub dwukolorowa. To konczy rozwigzanie zadania 1.

Rozpatrzmy teraz analogiczne zadanie dla okregdw:

Zadanie 2: ,, Kazdy punkt ptaszczyzny nalezy pomalowacé na pewien kolor w taki sposob, aby
kazdy okrgg byt jednokolorowy lub dwukolorowy. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba
kolorow, ktorych mozna uzy¢ do pomalowania punktow tej ptaszczyzny?”

Pokazg, ze zgodnie z warunkami zadania ptaszczyzne mozna pokolorowaé co najwyzej
dwoma kolorami.

Udowodnig najpierw, ze nie mozna pokolorowac¢ ptaszczyzny trzema kolorami.

Zalézmy, ze mozna pokolorowacé plaszczyzne 3 kolorami, tak, by kazdy okrag byt
co najwyzej dwukolowy. Wybierzmy trzy réznokolorowe punkty A, B i C. Rozpatrze dwa
przypadki:



1. Punkty A, B i C nie sg wspolliniowe. Wtedy mozna poprowadzi¢ przez nie okrag,
ktory bedzie trzykolorowy.

2. Punkty A, B i C sg wspotliniowe. Wezmy dowolny punkt D, ktory nie lezy na proste;j
ABC. Punkt D ma taki sam kolor jak jeden z punktoéw A, B oraz C — bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze punkty A i D majg taki sam kolor. Wtedy przez punkty B, C, D
moge poprowadzi¢ okrag, ktory bedzie trzykolorowy.

Rozpatrzylam oba przypadki i w kazdym pokazalam, ze istnieje trzykolorowy okrag,
CO jest sprzeczne z zalozeniem.

Pokazg¢ kolorowanie ptaszczyzny dwoma kolorami, dla ktorego kazdy okrag jest
co najwyzej dwukolorowy. Zauwazmy, ze jesli pokolorujemy punkty ptaszczyzny dwoma
kolorami, to kazdy okrag bedzie co najwyzej dwukolorowy. To konczy rozwigzanie
zadania 2.

Przyjmijmy nastepujaca definicje:
Definicja:

Kolorowaniem ptaszczyzny k kolorami nazywamy funkcje przyporzadkowujacg kazdemu
punktowi jeden z k kolorow.

(m, n)-kolorowaniem nazywamy takie kolorowanie, przy ktorym kazda prosta jest
Co najwyzej n kolorowa, a kazdy okrag jest co najwyzej m kolorowy.

(m, oo)-kolorowaniem nazywamy takie kolorowanie ptaszczyzny, przy ktorym kazda
prosta jest co najwyzej m kolorowa, a kazdy okrag jest pokolorowany na dowolng liczbe
kolorow.

(o0, n)-kolorowaniem nazywamy takie kolorowanie ptaszczyzny, przy ktorym kazda prosta
jest pokolorowana na dowolng liczbe kolorow, a kazdy okrag jest co najwyzej n kolorowy.

Zdefiniujmy taka funkcje K, ze:

K(m, n)=k wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (m, n)-kolorowanie ptaszczyzny za
pomoca k koloréw i nie istnieje (m, n)-Kolorowanie plaszczyzny za pomocg k+1 kolorow.
Ponadto niech:



e K(m, w)=k oznacza, ze istnieje (m, «)-kolorowanie plaszczyzny za pomoca k koloréw
I nie istnieje (m, «o)-kolorowanie ptaszczyzny za pomocg k+1 kolorow.

e K(oo, n)=k oznacza, ze istnieje (o, n)-kolorowanie plaszczyzny za pomoca k koloréw
I nie istnieje (oo, n)-kolorowanie ptaszczyzny za pomoca k+1 kolorow.

e K(m, n)= o 0znacza, ze istnieje (m, n)-kolorowanie ptaszczyzny za pomoca
nieskonczonej liczby koloréw.

e K(m, w0)=c0 0znacza, ze istnieje (m, «)-kolorowanie plaszczyzny za pomoca
nieskonczonej liczby koloréw.

e K(o0, n)= o0 oznacza, ze istnieje (oo, N)-kolorowanie ptaszczyzny za pomoca
nieskonczonej liczby kolorow.

Twierdzenie 1: K (1, w0)=1.

Zauwazmy, ze jesli plaszczyzna jest pokolorowana jednym kolorem, to kazda prosta jest
jednokolorowa.

Zalézmy, ze istnieje (1, o)-kolorowanie ptaszczyzny dwoma kolorami. Wybierzmy
réznokolorowe punkty A i B. Wtedy prosta AB jest dwukolorowa, co jest sprzeczne
z zatozeniem. Stad wynika, ze K(1, «) =1.

Twierdzenie 2: K (o0, 1)=1.

Zauwazmy, ze jesli plaszczyzne pokolorujemy jednym kolorem, kazdy okrag jest
jednokolorowy.

Zalozmy, ze istnieje (oo, 1)-kolorowanie plaszczyzny dwoma kolorami. Wybierzmy dwa
roznokolorowe punkty i przeprowadzamy przez nie okrag. Bedzie on dwukolorowy, co jest
sprzeczne z zalozeniem. Stad wynika, ze K(o0,1)=1.

Twierdzenie 3: K (3, o0)=c0.
Pokolorujmy calg ptaszczyzne na jeden kolor. Wybierzmy okrag 0 i kazdy jego punkt
pokolorujmy na inny kolor.

Jezeli prosta nie ma punktoéw wspolnych z okrggiem 0, to jest jednokolorowa. Jesli jest
styczna do okregu 0, to jest dwukolorowa, a jesli go przecina w dwoch punktach jest
trzykolorowa. Stad wynika, ze K(3, co0)=o0.

Twierdzenie 4: K(, 3)= .
Pomalujmy calg ptaszczyzne na jeden kolor. Wybierzmy prosta k i pokolorujmy kazdy jej
punkt na inny kolor.




Jezeli okrag nie ma punktow wspdlnych z prosta k, to jest jednokolorowy. Jezeli jest
do niej styczny, to jest dwukolorowy, a jezeli przecina prostg k w dwdch punktach , to jest
trzykolorowy. Stad wynika, ze K(o, 3)= o.

Rozszerzmy teraz problem i zastandwmy si¢ nad sytuacjg, w ktorej mamy ograniczenie
zarowno dla prostych jak 1 dla okrggow. Najpierw jednak przedstawie twierdzenie ogdlne:

Twierdzenie 5: Jesli m<m;j i n<n; to K(m, n)< K(mj, ny)

Niech K(m, n)=k. Rozwazmy kolorowanie ptaszczyzny k kolorami, bedace
(m, n)-kolorowaniem. Wtedy kazda prosta jest co najwyzej m kolorowa, a kazdy okrag
€0 najwyzej n kolorowy. Kolorowanie ptaszczyzny jest wigc (my, np)-kolorowaniem, bo
m<mj i n<n;. Stad K(m, n)<K(my, ny).

Whiosek 6:
e Jesli m>3, to K(m, c0)=o0
e Jeslin>3, K(oo, n) =0
Twierdzenie 7: K(m,2)=2 dla m>2
Na podstawie zadania 2 K(oo, 2)=2. Zauwazmy, ze m<oo, wi¢c zgodnie z twierdzeniem 5,
K(m, 2)<K(,2), czyli K(m, 2)<2. Zauwazmy, ze jesli pokolorujemy ptaszczyzn¢ dwoma
kolorami, kazda prosta i kazdy okrag beda co najwyzej dwukolorowe. Stad K(m, 2)=2.

Twierdzenie 8: K(2, n)=3 dla n >3

Na podstawie zadania 1 K(2, ©)=3. Zauwazmy, ze n<co, wie¢c zgodnie z twierdzeniem 5,
K(2, n)<K(2, ), czyli K(2, n)<3. Pokolorujmy ptaszczyzn¢ na jeden kolor, np. zielony.

Wybierzmy prostg a i pokolorujmy ja na czarno. Na prostej a wybierzmy punkt X
i pokolorujmy go na inny kolor, np. pomaranczowy. Wtedy kazda prosta jest co najwyzej
dwukolorowa, a kazdy okrag jest co najwyzej trzykolorowy, stad K(2, n)=3.
Twierdzenie 9: K (2, 2)=2.

Na podstawie twierdzenia 5 K(2, 2) <K(m, 2) dla m>2, wigc zgodnie z twierdzeniem 7,
K(2, 2,)<2. Zauwazmy, ze jesli pokolorujemy ptaszczyzn¢ dwoma kolorami, kazda prosta i
kazdy okrag sa co najwyzej dwukolorowe. Stad K(2, 2)=2.

Udowodnig teraz nastgpujacy lemat:

Lemat 10: Istnieje nieskonczony zbior punktow X, taki, ze zadne trzy punkty, nalezace
do zbioru X nie sg wspotliniowe i zadne cztery nie lezg na jednym okregu.

Zdefiniuje przez indukcje ciag zbiorow X1, Xz, Xz, ..., Xy, ..., ktére spetniaja nastgpujace
warunki:
1) XiSXoCX3C...CXp <.,



2) dla kazdego n zadne trzy punkty nalezace do zbioru X, nie sg wspotliniowe

3) dla kazdego n zadne cztery punkty nalezace do zbioru X, nie leza na jednym
okregu

4) zbiér X, zawiera n+3 punkty.

Zbiér X; zawiera 4 punkty: wierzchotki dowolnego trojkata i jego srodek ciezkoSci.
Zauwazmy, ze wtedy zbior X; spetnia warunek drugi, bo zadne trzy punkty nie sa
wspolliniowe, trzeci, bo zadne 4 punkty nie lezg na jednym okregu oraz czwarty, poniewaz
zawiera cztery punkty. Gdy mamy zbior X,, tworzymy zbior Xn+1 Nastgpujaco: przez kazde
dwa rézne punkty zbioru prowadz¢ prosta, a przez kazde trzy rézne punkty zbioru okrag.
Zauwazmy, ze liczba prostych i okrggow jest skonczona (liczba prostych wynosi (721), a liczba

okregdw (’3‘) ).

Teraz dowiode, ze skonczona liczba prostych i1 okregéw nie moze pokry¢ catej
plaszczyzny. Mianowicie: zal6zmy, ze skonczona liczba prostych i okregow (niech tworza
razem zbior Z) moze pokry¢ calg ptaszczyzng. Wezmy prostg a, ktora nie nalezy do zbioru Z.
Kazda prosta nalezaca do zbioru Z przecina ja w co najwyzej jednym punkcie, a kazdy okrag
nalezacy zbioru Z w co najwyzej dwoch. Stad proste 1 okregi nalezace do zbioru Z przecinajg
Jja w skonczonej ilosci punktow. Prosta a zawiera nieskonczenie wiele punktow, wiec
mozemy wybra¢ punkt, ktory nie nalezy do zadnej prostej ani zadnego okregu, nalezgcego
do zbioru Z. Jest to sprzeczne z zalozeniem, poniewaz Wybrane proste i okregi nie pokryja
calej ptaszczyzny.

Wybieram punkt P, ktéry nie nalezy do zadnej poprowadzonej wczesniej prostej i zadnego
poprowadzonego wczesniej okrggu. Niech zbior X,.1definiujemy nastepujaco X,u{P}

Wezmy sume¢ wszystkich uzyskanych w ten sposob zbiorow punktéw. Niech bedzie
to zbior X. Zauwazmy, ze zbior X zawiera nieskonczenie wiele elementow.

Zalozmy, ze w zbiorze X sg trzy wspotliniowe punkty A, B, C. Niech A€ X, Be X,

C e X, Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze p<r<s. Wtedy A, B, C ¢ X, wi¢c zgodnie
z zalozeniami o zbiorze X punkty A, B oraz C nie sg wspotliniowe, co jest sprzeczne
z zalozeniem. Stad w zbiorze X nie istniejg trzy wspotliniowe punkty.

Zatozmy, ze w zbiorze X sg cztery punkty A, B, C oraz D, ktore lezg na jednym okregu.
Niech A< X, Be X, Ce X, D e X, Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze p<r<s<t. Wtedy
A, B, C, D € X;, wigc zgodnie z zatlozeniami o zbiorze X; punkty A, B, C 1 D nie lezg na
jednym okregu, co jest sprzeczne z zalozeniem. Stad w zbiorze X nie istniejg cztery punkty
lezace na jednym okregu.

Zbior X jest zbiorem o nieskonczonej liczbie elementow. Zadne trzy punkty nalezace
do zbioru X nie sg wspotliniowe, a zadne cztery nie lezg na jednym okregu.

Twierdzenie 11: K(3, 4)= o.

Pokolorujmy catg ptaszczyzne jednym kolorem. Wezmy nieskonczony zbior Z punktow,
taki, ze zadne trzy punkty do niego nalezace nie sa wspotliniowe i zadne cztery nie leza
na jednym okregu. Kazdy punkt nalezacy do zbioru Z pokolorujmy innym kolorem.
Zauwazmy, ze kazda prosta jest jednokolorowa (jesli nie zawiera zadnego punktu nalezacego

do zbioru Z), dwukolorowa (jezeli zawiera tylko jeden taki punkt) lub trzykolorowa (jesli
zawiera dokladnie dwa punkty nalezace do zbioru Z). Analogicznie kazdy okrag jest
maksymalnie czterokolorowy: jezeli nie zawiera zadnego punktu nalezacego do zbioru Z, jest



jednokolorowy, jezeli zawiera jeden punkt nalezacy do zbioru Z, jest dwukolorowy, jezeli
zawiera dwa punkty, jest trzykolorowy, a jezeli zawiera trzy punkty nalezace do zbioru Z jest
czterokolorowy. Stad wynika, ze K(3, 4)= .

Twierdzenie 12: K(3, 3)>4.

Pokolorujmy catg ptaszczyzne na jeden kolor, np. fioletowy. Wybierzmy okrag 0 lezacy
na tej plaszczyznie i pokolorujmy go na inny kolor, np. czarny. Wybierzmy dwa punkty
na okregu 0 i pokolorujmy je na dwa kolory r6zne od pozostatych, np. czerwony i zielony.

Kazde dwa rézne okregi maja co najwyzej dwa punkty wspolne oraz kazdy okrag i prosta
maja co najwyzej dwa punkty wspolne. Jesli prosta nie ma wspolnych punktoéw z okrggiem o,
to jest jednokolorowa. Jesli jest do niego styczna, jest dwukolorowa. Jezeli przecina go w
dwoch punktach, to jest dwu- lub trzykolorowa. Analogicznie jest dla okregow: jezeli okrag
nie ma punktow wspolnych z okrggiem o, jest jednokolorowy, jezeli jest do niego styczny,
jest dwukolorowy, a jezeli go przecina, jest dwu- lub trzykolorowy.

Twierdzenie 13: K(3, 3)<6.

Zatozmy ze istnieje (3, 3)-kolorowanie za pomocg 6 kolorow. Mozemy wtedy wybrac
6 réznokolorowych punktow - 0znaczmy je jako Aj, A,, As, A4, As 0raz As. Pokaze, ze mozna
wybraé prostg przechodzacg przez 2 lub 3 wybrane przeze mnie punkty, a pozostate wybrane
punkty beda leze¢ po jednej stronie tej proste;.

Umie$¢my wybrane punkty w ukiadzie wspotrzednych. Niech Aij=(x1, y1), As=(X2, Y2), ...,
As=(Xs, Y6). Niech x bedzie rowne najwickszej z liczb x1, Xo, ... , Xg. ROzpatrzmy trzy
przypadki:

1. istnieje dokladnie jeden punkt, taki ze xj=X. Oznaczmy go jako A. Poprowadzmy przez

ten punkt prostg prostopadia do osi x 1 obro¢my ja ruchem przeciwnym do ruchu

wskazowek zegara wokot punktu A, az prosta przejdzie przez jakikolwiek inny wybrany
punkt. Rozpatrze dwa przypadki:
a) prosta przejdzie przez dokladnie dwa wybrane punkty (liczac z punktem A).
Oznaczam drugi punkt jako B. Wszystkie pozostate punkty leza po jednej stronie
prostej AB. Stad prosta AB jest szukang przez nas prosta.

b) Prosta przechodzi przez trzy lub wiecej wybranych punktow. Zauwazmy, ze jednak
prosta nie moze przechodzi¢ przez wigcej niz trzy wybrane punkty, bo bylaby wtedy
co najmniej czterokolorowa. Prosta ta jest wiec szukang przez nas prosta.



2) istnieja doktadnie dwa punkty, takie ze x;=X | Xj=X Znalezli$my prosta, ktora
przechodzi przez dwa punkty, a pozostate wybrane przez nas punkty leza po jej jedne;j
stronie.

3) istniejg trzy lub wigcej wybrane punkty, lezace na wybranej prostej. Zauwazmy, ze gdyby
na prostej lezaly wiecej niz trzy wybrane punkty, prosta bytaby co najmnie;j
czterokolorowa, przez co kolorowanie nie bytoby (3, 3)-kolorowaniem. Wybrana przez nas
prosta jest szukang prosta.

Pokazatam jak mozna wybra¢ prosta, na ktorej leza 2 lub 3 wybrane punkty. Rozpatrze
teraz dwa przypadki:

1. Prosta przechodzi przez doktadnie 2 wybrane przeze mnie punkty — oznaczmy je
jako A i B. Pozostale punkty oznaczam jako P1, P,, P3 i P4. Rozwazmy katy AP;B,
AP,B, AP3B i1 AP4B. Jezeli ktorekolwiek dwa maja takie same miary, np. AP,B
i APB, to na punktach A, B, P,i Pm mozna opisa¢ okrag, ktory bedzie
czterokolorowy. Sposrod katow wybieram kat o maksymalnej mierze - AP;B.
Sposrod pozostatych katow wybierzmy kat 0 minimalnej mierze — AP;B Punkt P;
oznaczam jako C, a Pj jako D. Pozostale punkty oznaczam jako E i F. Wtedy punkt
C lezy wewnatrz okregu opisanego na trojkacie ABE. Rozpatrze dwa przypadki:

» Punkty C, D i F sg wspotliniowe. Punkty przecigcia prostej CEF i okregu
ABE oznaczam jako G i H.

Jezeli punkt G jest w pokolorowany na taki sam kolor co punkt A, B lub E,
to prosta CDF jest czterokolorowa. Jesli punkt G jest pokolorowany na taki
sam kolor co punkt C, D lub F, to okrag ABE jest czterokolorowy.

» Punkty C, D i F nie sa wspotliniowe. Punkty przeciecia okregow opisanych
na trojkatach ABE 1 CDF oznaczam jako G i H.



Jezeli punkt G jest pokolorowany na taki sam kolor co punkt A, B lub E, to
okrag CDF jest czterokolorowy. Jezeli punkt G jest pokolorowany na taki
sam kolor co punkt C, D lub F, to okrag ABE jest czterokolorowy.

2. Prosta przechodzi przez dokladnie 3 wybrane przeze mnie punkty. Oznaczam je
jako A, B i C- niech lezg na prostej w tej wlasnie kolejnosci. Pozostate punkty
oznaczam jako Lj, L, i Ls. Rozwazmy katy AL;C, AL,C i AL3C. Jezeli
ktorekolwiek dwa z nich maja réwng miarg — bez straty ogoélnosci mozemy przyjac,
ze katy AL;Ci AL,C sg rowne — to na punktach A, C, L, L, mozemy opisaé okrag,
ktory bedzie czterokolorowy. Sposrod katow wybierzmy ten o maksymalnej mierze
— AL;C. Punkt L; oznaczam jako D, a pozostale punkty jako E i F. Wtedy punkt B
lezy wewnatrz okregu opisanego na trojkacie ACD. Punkty przecigcia okrggow
opisanych na tréjkatach ACD 1 BEF oznaczam jako G i H.

Jezeli punkt G jest pokolorowany na taki sam kolor co punkt A, C lub D, to okrag
BEF jest czterokolorowy. Jezeli punkt G jest pokolorowany na taki sam kolor co
punkt B, E lub F, to okrag ACD jest czterokolorowy.

Rozpatrzylismy wszystkie mozliwe przypadki. We wszystkich doszlismy do sprzecznosci,
stad nie istnieje kolorowanie ptaszczyzny sze$cioma kolorami bedace (3,3)-kolorowaniem

Nie potrafi¢ stwierdzi¢ czy istnieje (3, 3)-kolorowanie, wykorzystujace 5 kolorow. Stad
K(3,3) =4 lub K(3, 3)=5.

Zastanowmy si¢ nad (4, 3)-kolorowaniem:
Twierdzenie 14: K (4, 3)<6.

Zalézmy, ze istnieje (4, 3)-kolorowanie, wykorzystujace sze$¢ kolorow. Zauwazmy, ze
gdyby takie kolorowanie ptaszczyzny istnialo, mogliby§my wybra¢ czterokolorowg prosta.
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Gdyby tak nie bylo, kolorowanie ptaszczyzny byloby (3, 3)-kolorowaniem, w ktérym jak
wiemy z twierdzenia 13 nie istnieje kolorowanie sze$cioma kolorami. Wybieram wigc
czterokolorowg prostg i 4 roznokolorowe punkty A, B, C i D - niech lezg na prostej w tej
wilasnie kolejnosci. Wybieram dwa punkty E i F, takie, zadne dwa z punktow A, B, C, D, E

I F nie maja tego samego koloru. Zauwazmy, ze zaden z punktow E i F nie moze leze¢

na prostej ABCD, bo w takim przypadku prosta bytaby co najmniej pigciokolorowa. Punkt B
lezy wewnatrz okregu opisanego na trojkacie AEC, ktory oznaczam jako 0;. Okrag opisany
na trojkacie BFD oznaczam jako o,. Wtedy 0; i 02 przecinaja si¢ w dwoch punktach G i H.

Punkty przeciecia, poniewaz lezg na 01, muszg by¢ w kolorach punktow A, C 1 E. Jednak
leza takze na 02, wiec muszg by¢ w kolorach punktéw B, D 1 F, co jest sprzecznoscig. Stad nie
istnieje kolorowanie plaszczyzny 6 kolorami bedace (4, 3)-kolorowaniem.

Twierdzenie 15: K(4, 3)>5.

Pokazg¢ kolorowanie ptaszczyzny, wykorzystujace pie¢ kolorow, takie, ze ktorego kazda
prosta jest co najwyzej czterokolorowa i kazdy okrag jest co najwyzej trzykolorowy.
Pokolorujmy catg ptaszczyzne na jeden kolor, np. zotty. Wybierzmy jedna prosta i pomalujmy
ja na drugi kolor, np. czarny. Na prostej wybierzmy trzy punkty lezace na tej prostej
pokolorujmy je na trzy rozne kolory np. niebieski, zielony i czerwony.

Poniewaz kazdy okrag moze mie¢ z prosta co najwyzej dwa punkty wspdlne, wigc kazdy
okrag maksymalnie trzykolorowy. Kazda prosta jest co najwyzej czterokolorowa.

Whiosek 16: K(4, 3)=5.

Twierdzenie 17: K(m, 3)=m+1 dla m>4.

Udowodnig teze¢ przez indukcj¢. Dla m=4 jest ona spelniona na mocy wniosku 16.
Udowodnig, Ze jesli twierdzenie jest prawdziwe dla m, to jest prawdziwe takze dla m+1.
Najpierw pokaze, Zze nie mozna pokolorowaé plaszczyzny m+2 kolorami, a nastgpnie pokaze
kolorowanie ptaszczyzny m+1 kolorami, bedace (m, 3)-kolorowaniem.
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Zatozmy, ze mogge pokolorowac plaszczyzng m+2 kolorami, aby kolorowanie bylto
(m, 3)-kolorowaniem. Wtedy mogtabym wybra¢ m kolorows prosta k. Gdyby nie mozna byto
tego zrobi¢, kolorowanie byloby (m-1, 3)-kolorowaniem , dla ktorego jak wykazalismy
wczesniej maksymalng liczbg kolorow, jaka mozemy uzy¢ jest (m-1)+1=m kolorow.

Na prostej k wybieram 4 réznokolorowe punkty A, B, C, D, ktore lezg na tej prostej k w tej
wiasnie kolejnoséci. Wybieram dwa réznokolorowe punkty E i F, tak by punkty A, B, C,D, E i
F miaty parami r6zne kolory. Wtedy okregi opisane na trojkatach AEC i BDF przecinajg si¢ —
punkty przecigcia oznaczam jako G i H. Jezeli punkt G jest w kolorze punktu A, E Iub C, to
okrag BDF jest czterokolorowy. Jezeli punkt G jest w kolorze punktu B, D lub F, to okrag
AEC jest czterokolorowy. Nie istnieje wigc (m, 3)—-kolorowanie m+2 kolorami.

Pokaze teraz (m, 3)-kolorowanie ptaszczyzny m+1 kolorami. Pokolorujmy cata
plaszczyzne na jeden kolor. Wybierzmy jedna prosta 1 pokolorujmy ja na inny kolor .
Nastepnie na prostej wybieram m-1 punktéw i kazdy koloruje na inny kolor (tak by punkty,
prosta 1 ptaszczyzna miaty rozne kolory). Wtedy kazda prosta jest co najwyzej m kolorowa.
Kazdy okrag jest jednokolorowy, gdy nie ma punktéw wspdlnych z wybrana prosta,
dwukolorowy, gdy jest do niej styczny i dwu- lub- trzykolorowy , gdy przecina ja w dwdch
punktach.

Stad K(m, 3)=m-+1.

Podsumowanie:

W ponizszej tabeli zamieszczone sg wyniki dla poszczegdlnych wartosci m i n.

= 2 3 4 5 | 6

1 [ 1 1 11 1

2 | 1| - 2 | s 3 13 3

S |1 | 2 | 4wb5 | o | © i S

4 1.1 | 2 1. SIS 0 i O i

S | Lo | 2 6 | = o | o

6 1 2 7 00 " o0 | o0 1
.................... e R R i
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