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Do siego roku (szkolnego)!

Minal juz (jak zwykle zbyt predko) stodki okres
wakacyjnej laby i beztroski. W nowym roku szkolnym
zyczymy uczniom wytrwalosci w realizacji swoich szkol-
nych planéw i zamierzen, a nauczycielom cierpliwosci
w niesieniu swoim podopiecznym kaganka o$wiaty, kto-
ry to kaganek nie zawsze jest chetnie przyjmowany.

Przypominamy réwniez o rozpoczynajacej sie wia-
$nie VIII edycji Olimpiady Matematycznej Gimnazjali-
stow. Mamy nadzieje, ze lektura naszej gazetki bedzie
zacheta do udziatu w zawodach oraz pomoca w przygo-
towaniach do matematycznych zmagan.

Redakcja

Szufladki i reszty z dzielenia

Zasada szufladkowa Dirichleta glosi, ze jesli umiesz-
czamy przedmioty w szufladkach i dysponujemy wiekszq
liczbg przedmiotow, niz szufladek, to w pewnej szufladce
znajdg sie co najmniej dwa przedmioty. Te bardzo natu-
ralna obserwacje mozna zastosowa¢ m.in. do wielu zadan
dotyczacych reszt z dzielenia.

Zadanie 1.
Wykaz, ze wsréd dowolnie wybranych 11 liczb natu-
ralnych znajda sie¢ dwie, ktérych cyfry jednosci sa réwne.

Rozwigzanie

Mamy 10 mozliwych cyfr jednosci (od 0 do 9), niech
to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy w nich 11 da-
nych liczb. Wéwczas, z zasady szufladkowej Dirichleta,
do pewnej szufladki trafig przynajmniej dwie liczby, a to
wlasnie bylo do udowodnienia.

Zamiast mowi¢ o cyfrach jednosci, mozna sformu-
towaé to samo zadanie w nieco inny sposob:

Zadanie 1°.

Udowodnij, ze wéréd dowolnie wybranych 11 liczb
naturalnych znajda sie dwie, ktére daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 10.

Korzyscia z takiego przeformulowania jest mozli-
wo$¢ uogolnienia naszego rozwiazania takze na reszty
z dzielenia przez inne liczby. W tym celu warto zauwa-
zy¢, ze przy dzieleniu przez dodatnig liczbe catkowitg n,
jest n mozliwych reszt: 0,1,2,...,n—1.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowi-
tej n, wérod dowolnie wybranych n+1 liczb naturalnych
znajda sie dwie, ktére daja te sama reszte przy dzieleniu
przez n.

Rozwigzanie

Mamy n mozliwych reszt z dzielenia przez n (od 0
do n—1), niech to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy
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w nich n+1 danych liczb. Zatem w ktoérejs szufladce
znajda sie co najmniej dwie liczby, co konczy dowdd.

Jesli mamy dane liczby catkowite a i b, przy czym
a > b, oraz dodatnia liczbe catkowita n, to warunek, iz
e liczby a i b dajg te samq reszte przy dzieleniu przezn
réwnowazny jest warunkowi, ze
e rozZnica a—b dzieli sie przez n.

Z pierwszego warunku wynika drugi, poniewaz jesli
a=kn+r oraz b=In+r dla pewnych liczb calkowitych
k, L, r, przy czym 0 <r <n—1, to liczba a—b=(k—1)n
dzieli sie przez n.

Takze na odwrét, z drugiego warunku wynika pier-
wszy, bo jezeli a —b=mn oraz b=In+r dla pewnych
liczb catkowitych m, [, r, przy czym 0<r <n-—1, to
a=(m+Il)n+r, czyli a daje te sama reszte przy dzieleniu
przez n, co b.

Zadanie 3.

Dany jest pewien zbiér 2012 liczb naturalnych. Wy-
kaz, ze mozna z tego zbioru wybraé takie trzy liczby a,
b, ¢, aby liczba (a—b)c byla podzielna przez 2012.

Rozwigzanie

Kazda z danych 2012 liczb daje przy dzieleniu przez
2012 jedna z 2012 mozliwych reszt.

Jesli istnieje w danym zbiorze liczba, ktéra daje
reszte 0, czyli dzieli sie przez 2012, to wybierzmy te
wlasnie liczbe jako ¢ oraz dowolne inne liczby jako a
i b. Wéwezas iloczyn (a—b)e jest podzielny przez 2012,
poniewaz czynnik ¢ jest podzielny przez 2012.

Jezeli z kolei zadna z danych liczb nie daje reszty 0,
to kazda daje jedna z 2011 niezerowych reszt (od 1
do 2011). Skoro liczb jest 2012, to pewne dwie sposrod
nich daja te sama reszte, nazwijmy te liczby a i b tak,
aby a>b. Wtedy réznica a—b jest podzielna przez 2012.
Przyjmijmy wéwczas za ¢ dowolna z pozostatych liczb.
Toczyn (a—b)c jest podzielny przez 2012, bo czynnik
a—b jest podzielny przez 2012. To konczy dowdd.

Zasade szufladkowa Dirichleta mozna uogdlnié: jesli
umieszczamy przedmioty w szufladkach i dysponujemy
wiekszq liczbg przedmiotow, niz k-krotnosé liczby szufla-
dek, to w pewnej szufladce znajdzie sie co najmniej k+1
przedmiotow.

Gdyby bowiem w kazdej z szufladek mialo zna-
lezé¢ sie najwyzej k przedmiotéw, to lacznie mogliby-
$my rozmiesci¢ co najwyzej tyle przedmiotéw, ile wy-
nosi k-krotno$é¢ liczby szufladek. Tymczasem z zalozenia
przedmiotéw mamy wiecej!

Zadanie 4.

Danych jest 1001 liczb naturalnych. Udowodnij, ze
istnieje wérdéd nich 501 liczb parzystych lub 501 niepa-
rzystych.
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Rozwigzanie

Rozmieszczamy dane liczby w dwoch szufladkach:
parzyste 1 nieparzyste. Poniewaz mamy wiecej niz 500-2
liczb, to w pewnej szufladce znajdzie si¢ co najmniej

500+ 1 z nich.

Zadanie 5. (I OMG, zawody II stopnia)

Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wy-
kaz, ze sposréd nich mozna wybraé¢ 11 takich liczb, kto-
rych suma jest podzielna przez 11.

Rozwigzanie

Przy dzieleniu przez 11 mamy 11 mozliwych reszt,
niech to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy w nich
wiecej niz 10-11 =110 liczb, wiec z uogdlnionej zasady
szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewnych 11 liczb trafi
do jednej szufladki. Liczby te daja wiec te same reszte r
przy dzieleniu przez 11, wobec czego sa one postaci:
1la1+r,1las+r,11lag+r,...,11a11+7, przy czym liczby
ai,as,as,...,a11 sa calkowite. Wowczas suma

(1lag +7r)+(1lag+7r)+ (1las+7)+...+ (1lay +7) =
:11(a1+a2+a3+...+a11+r)
dzieli sie przez 11, co konczy dowdd.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catko-
witej istnieje taka jej wielokrotnosé, ktéra mozna zapisaé
w systemie dziesietnym uzywajac wylacznie cyfr 01 1.

Rozwigzanie

Niech n bedzie dowolna dodatnia liczba catkowita.
Rozwazmy reszty z dzielenia przez n liczb 1,11,111,...
W mysl zasady szufladkowej Dirichleta, sposrod pierw-
szych n+1 z nich, pewne dwie musza dawaé te sama
reszte z dzielenia przez n. Powiedzmy, ze sa to liczby
111...1 oraz 111...1, przy czym k> [. Wowczas ich roz-
—— —_———

k l
nica dzieli si¢ przez n oraz jest postaci 111...1000...0.
S——

k—1 l

Zadanie 7.

Na okregu umieszczonych jest 101 dodatnich liczb
catkowitych o sumie réwnej 300. Udowodnij, ze istnieje
taki tuk okregu, ze suma umieszczonych na nim liczb
jest réwna 200.

Rozwigzanie
Oznaczmy dane liczby przez ai,as,as,...,a101, nu-
merujac je wokél okregu. Rozwazmy nastepujace sumy:

ai,
al +a27
a1 +az+as,

a1+a2+a3+...+a100.

Kazda z nich jest calkowita dodatnia (bo takie sa dane
liczby) oraz mniejsza od 300 (bo taka jest suma wszyst-
kich 101 liczb). Jesli ktérakolwiek z rozwazanych sum
rowna jest 200, to wyznacza poszukiwany huk. Jesli kto-
ras z sum rowna jest 100, to tuk zawierajacy wszystkie
pozostate liczby spelnia warunki zadania.

Zalézmy zatem, ze zadna z rozwazanych sum nie
jest réwna 200 ani 100. Wowcezas kazda z nich przy dzie-
leniu przez 100 daje jedna z 99 niezerowych reszt. Stad
pewne dwie z tych sum, powiedzmy a1 +as+as+...+ag
oraz a1 +as+as+...+a; (przy czym k>1) daja taka

sama reszte przy dzieleniu przez 100. Wtedy ich réz-
nica, czyli liczba aj4+1 +aj42+aj+3+ ...+ ag, dzieli sie
przez 100, jest wiec rowna 200 lub 100. Podobnie jak
powyzej, w pierwszym przypadku wyznacza ona poszu-
kiwany tuk, w drugim za$ przypadku poszukiwany tuk
zawiera wszystkie pozostate z danych 101 liczb.

Na zakonczenie kilka zadan do samodzielnego roz-
wiazania (wskazéwki w nastepnym numerze).

Zadanie 8. (VII OMG, test)

Czy wérdéd kazdych pieciu réznych liczb catkowi-
tych istnieja takie dwie, ktérych réznica jest podzielna
przez 47

Zadanie 9.

Danych jest 12 réznych dwucyfrowych liczb natu-
ralnych. Udowodnij, ze mozna tak wybraé¢ pewne dwie
z nich, aby ich réznica byta liczba postaci aa (gdzie a
jest cyfra).

Zadanie 10.

Wykaz, ze w dowolnym ciagu 2012 liczb natural-
nych mozna wskazaé¢ pewna liczbe kolejnych wyrazéow,
ktérych suma jest podzielna przez 2012.

Zadanie 11. (XLIII OM, zawody I stopnia)

Wykaz, ze wéréd dowolnych n+2 liczb catkowitych
istnieja takie dwie, ktérych suma lub réznica dzieli sie
przez 2n.

Zadanie 12. (Liga zadaniowa OMG, III seria)

Dana jest liczba pierwsza p oraz pewien zbior zto-
zony 7z p—1 réznych dodatnich liczb caltkowitych nie-
podzielnych przez p. Udowodnij, ze z tego zbioru mozna
wybraé niepusty podzbiér liczb o iloczynie dajacym przy
dzieleniu przez p reszte 1.

Zadanie 13. (XL OM, zawody II stopnia)

Dane sa liczby catkowite aj,aq,...,a11. Wykaz, ze
istnieja takie liczby x1,x2,...,211, nie wszystkie réwne 0,
z ktorych kazda jest réwna —1, 0 lub 1 oraz liczba

r1a1+T2a0+...+2110711
jest podzielna przez 1989.
Joanna Jaszunska

Oblicz dwoma sposobami
Gdy chcemy wykazaé, ze pewna sytuacja nie jest
mozliwa, czesto warto obliczy¢ pewna wielko$é na dwa
sposoby. Jesli otrzymamy dwa rézne wyniki, bedzie to
oznaczalo, Ze rozwazana sytuacja nie moze mie¢ miejsca.
Oto kilka przyktadow.

Zadanie 1.

Czy liczby 1,2,...,20 mozna podzieli¢ na cztery
rozlaczne grupy w taki sposob, aby sumy liczb we wszyst-
kich grupach byly réwne?

Rozwigzanie

Nie mozna. Gdyby bowiem istnial taki podzial, to
suma liczb w kazdej grupie bytaby réwna pewnej dodat-
niej liczbie catkowitej a. W takim razie suma wszystkich
liczb bytaby réwna 4a.

7 drugiej strony suma wszystkich liczb jest réwna

20-21
142+...4+20= — =2-105,
a wiec nie dzieli si¢ przez 4. Wobec tego taki podzial nie
moze istniec.
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Zadanie 2. (LXII OM, zawody I stopnia)

Krawedzie dwunastoscianu foremnego chcemy po-
numerowac liczbami 1, 2, ..., 30, uzywajac kazdej z nich
dokladnie raz. Rozstrzygnij, czy mozna to uczynic¢ tak,
aby suma numeréw krawedzi wychodzacych z dowolnego
wierzchotka byta podzielna przez 4.

Rozwigzanie

Przypu$émy, ze zadane ponumerowanie jest moz-
liwe. Wowczas suma numerdéw na trzech krawedziach
schodzacych si¢ w kazdym wierzcholku jest podzielna
przez 4. Dodajac owe sumy dla wszystkich wierzchol-
kéw otrzymamy liczbe S podzielna przez 4.

Jednoczesnie, poniewaz kazda krawedz posiada dwa
konce, wiec w badanej sumie S kazda krawedz liczona
jest dwukrotnie. Oznacza to, ze obliczona suma S jest
rowna podwojonej sumie numerdéw na wszystkich kra-
wedziach, a zatem

S=2-(142+...430)=30-31.
Jednakze otrzymana po prawej stronie liczba nie dzieli
sie przez 4. Sprzecznos¢ oznacza, ze takie ponumerowa-
nie nie jest mozliwe.

Zadanie 3. (IV OMG, zawody II stopnia)

W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial 50 za-
wodnikow. Kazdy zawodnik rozegral jeden mecz z kaz-
dym innym zawodnikiem, nie bylo remiséow. Czy moz-
liwe jest, aby kazdy z uczestnikow wygral te sama liczbe
meczow?

Rozwigzanie

Taka sytuacja nie jest mozliwa. Przypu$émy prze-
ciwnie, ze kazdy zawodnik wygral k meczéw, gdzie k jest
pewna dodatnia liczba catkowita. Liczba wszystkich ro-
zegranych meczéw jest réwna liczbie wszystkich meczow
wygranych, a wiec wynosi 50k.

7 drugiej strony, kazdy zawodnik przegral doktad-
nie 49—k meczow. Wobec tego liczba wszystkich meczow
przegranych, a wiec i rozegranych w turnieju, wynosi
50- (49 — k). Zatem otrzymujemy

50k =50-(49—k),
skad wniosek, ze k=49/2. Uzyskalidmy sprzecznosé, bo-
wiem liczba k musi by¢ liczba calkowita.

Zadanie 4. (VII OMG, zawody I stopnia)

Kazda sposrod pewnych 99 liczb naturalnych ma
w zapisie dziesietnym 10 jedynek, 20 dwéjek oraz pewna
liczbe zer. Udowodnij, ze liczb tych nie mozna rozdzieli¢
na dwie grupy w taki sposob, aby iloczyn liczb z pierw-
szej grupy byl rowny iloczynowi liczb z drugiej grupy.

Rozwigzanie

Przypuséémy, ze istnieje podzial opisany w tresci za-
dania. Mozna wiec podzieli¢ dane liczby na takie dwie

grupy 1, T2, ..., Tk OTAZ Tki1, Tki2, -+, T99, Z€
L1 X2 .. T =Th41 " Tk42"-.-"TL99.
Wowczas
2
:zzl'xQ'..uxgg:(:171~x2'...~xk) .

Poniewaz suma cyfr kazdej z liczb xq, xa, ..., x99 jest
rowna 50, wiec kazda z tych liczb daje reszte 2 z dzielenia
przez 3. W takim razie

T1=x2=...=x99=2=-1 (mod 3).
Stad wynika, ze
Il'IQ'...'.’IggE(*l)gg:*l (HlOd 3)

Z drugiej zas strony
(x1-@2-...-21)?°=(-1)** =1 (mod 3),
skad —1=1 (mod 3). Sprzecznos¢ ta konczy dowdd.

Na koniec podajemy kilka zadan dla Czytelnikéw
do samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do tych za-
dan podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5. (Kolo Matematyczne OMG, zestaw 8)
Kazda z liczb 1,2,...,33 zapisano na oddzielnej
kartce. Czy mozna tak rozlozy¢ te kartki w jedenastu
pudetkach, aby w kazdym pudetku znalazty sie 3 kartki
i aby w kazdym pudetku suma liczb napisanych na dwéch
kartkach byla réwna liczbie napisanej na trzeciej kartce?

Zadanie 6. (XLI OM, zawody I stopnia)

Udowodnij, ze krawedzi szescianu nie da sie ponu-
merowac liczbami od 1 do 12, uzywajac kazdej z nich
dokltadnie raz, tak, by suma numeréw krawedzi wycho-
dzacych z kazdego wierzchotka byta taka sama.

Zadanie 7.

Kazda $ciana pewnego wielo$cianu wypuklego ma
liczbe krawedzi podzielna przez 4. Wykaz, ze wieloScian
ten ma parzysta liczbe krawedzi.

Zadanie 8. (Baltic Way 2001)

Liczby 1,2, ..., 49 rozmieszczono w tablicy 7x 7, po
czym obliczono sume liczb w kazdym wierszu i kazdej ko-
lumnie. Niektére z tych 14 sum sa nieparzyste, a pozo-
stale sa parzyste. Niech A oznacza sume wszystkich nie-
parzystych sum, a B sume wszystkich parzystych sum.
Czy jest mozliwe takie rozmieszczenie liczb, ze A= B?

Michal Kieza

Trojkaty rownoramienne w wielokatach

W maju br. w Mszanie Dolnej odbyty si¢ pierw-
sze Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne Ju-
nioréw. Podczas indywidualnej czesci zawodéw nalezalo
rozwiazac 5 zadan. Jedno z nich zaproponowane zostalo
przez opiekuna czeskiej reprezentacji — autora niniej-
szego artykulu i brzmialo nastepujaco:

Zadanie

Udowodnij, ze sposréd dowolnych 51 wierzchotkéw
101-kata foremnego mozna wybraé trzy, ktére sa wierz-
cholkami tréjkata réwnoramiennego.

Wiekszosé prawidlowych rozwiazan tego problemu
opierala sie na zastosowaniu tzw. zasady szufladkowe;j
Dirichleta. Jest to jedno z najprostszych, a jednocze-
$nie najbardziej skutecznych narzedzi w kombinatoryce;
w najbardziej podstawowym sformulowaniu orzeka, ze
jesli wlozymy n+1 skarpet do n szufladek (zapewne stad
wziela sie zagadkowa nazwa), to znajdziemy szufladke,
wewnatrz ktorej beda co najmniej dwie skarpety. Przyj-
rzyjmy sie, w jaki sposéb mozna wykorzystac te zasade
do badania naszego problemu.

W celu oswojenia si¢ z treScia zadania, zastapmy
liczbe 51 parametrem k. Otrzymamy wtedy nastepujace

Stwierdzenie

Sposrod dowolnych k wierzchotkéw 101-kata forem-
nego mozna wybraé trzy, ktore sa wierzchotkami troéj-
kata rownoramiennego.
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To, czy powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe za-
lezy oczywiscie od parametru k. Jedli liczba k jest odpo-
wiednio malta, np. k=3, k=4 lub k=5, to stwierdzenie
jest falszywe — zachecamy Czytelnika do podania odpo-
wiednich kontrprzyktadéw. Z drugiej strony, nietrudno
zauwazyc¢, ze jesli dla pewnego k < 101 stwierdzenie jest
prawdziwe, to jest ono stuszne takze dla wszystkich pa-
rametréow k' wiekszych od k (k <k’ <101).

Wykazemy teraz, ze stwierdzenie jest prawdziwe dla
k=>52. Oznaczmy kolejne wierzcholki naszego 101-kata
przez Ay, As, ..., A1p1 i w dowolny sposéb wybierzmy 52
z nich. Nie tracac ogélnosci rozumowania, mozemy przy-
jacé, ze wsréd wybranych wierzcholkéw znajduje sie Aj.
Pozostate punkty As, As,..., A1p1 taczymy w nastepu-
jace pary (rys. 1):

(1) {A2,A101}, {A3,A100}, -+, {As1, 452} .

Sposérod punktow znajdujacych sie w tych 50 parach
wybrano 51. Wobec tego, w mysl zasady szufladkowej,
zostalty wybrane dwa punkty nalezace do jednej pary.
Punkty te wraz z A; sa wierzcholkami tréjkata rowno-

ramiennego. To konczy dowdd naszego stwierdzenia dla
k=>52.

A1o1 Ar Ao
Aioo As
1452 1451
rys. 1 rys. 2

Chociaz skorzystaliSmy z zasady szufladkowej w tak
prosty sposob, udalo sie nam udowodnié¢ stwierdzenie
dla wszystkich k> 52. Powstaje wiec pytanie, czy mozna
wykorzysta¢ pary (1) takze do dowodu stwierdzenia dla
k=51. Z tym wlasnie przypadkiem zmagali sie uczest-
nicy zawodéw w Mszanie Dolnej. Jasnym jest, ze mogli
oni ograniczy¢ swoja uwage do sytuacji, w ktérej wsrdd
51 wybranych wierzchotkow znajduje sie Ay oraz po jed-
nym punkcie z kazdej z 50 par (1). Dla tego przypadku
zawodnicy przeprowadzali rozumowanie réznymi sposo-
bami, przedstawie teraz jeden z nich.

Przypuéémy, ze wsréd wybranych 51 punktow zadne
trzy nie sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.
Zgodnie z przyjetymi wyzej zalozeniami, dokladnie je-
den z punktéw pary {As, Ajp1} jest wréd wybranych
przez nas wierzchotkow. Nie tracac ogdlnosci, mozemy
przyjaé, ze wybraliSmy As, a zostawiliSmy Ajo; (rys. 2).
Trojkat Ay AxAs jest réwnoramienny, wiec nie wybrali-
$my As i dlatego musieliSmy wybraé¢ Ajgo (ze wzgledu
na pare {As, A100} w (1)). Podobnie, tréjkat A; Agg A100
jest réwnoramienny, wiec nie wybraliSmy Agg i dlatego
musieliSmy wybra¢ As. Wobec tego wsrod wybranych
punktow znajduja sie Az, Aigo, As i sa to wierzchotki
tréjkata rownoramiennego. Dowdd naszego stwierdzenia
dla k=51 zostal wiec zakonczony.

Tylko jednemu uczestnikowi zawodéw w Mszanie,
mianowicie Pavlowi Turkowi z Czech, udalo sie na tyle
zrecznie zastosowaé zasade szufladkowa, by od razu roz-

wiazywata ona problem dla k= 51; zaprezentuje teraz
jego ciekawe rozumowanie.

Ponownie wybieramy 51 punktéw sposréod wierz-
chotkéw 101-kata foremnego. Zauwazmy, ze istnieje do-
ktadnie %'5051 =1275 odcinkéw o koncach w wybranych
punktach. Ponadto kazdy z tych odcinkéw ma taka sama
dhugosé, jak jeden z 50 odcinkéw Ay Ao, A1 As, ..., A1 A5,
Mamy zatem 1275 skarpetek (odcinkéw) rozlozonych
w 50 szufladkach (mozliwych dlugosciach odcinkéw); oz-
nacza to, ze w ktorejs szufladce znalazlo si¢ nie mniej niz
1275:50 = 25% skarpetek, tzn. wsréd odcinkéow o kon-
cach w wybranych przez nas punktach istnieje 26 o row-
nych dlugosciach. Poniewaz wybranych punktéw byto
tylko 51, wiec pewne dwa sposrdd tych 26 odcinkéw mu-
sza mie¢ wspélny koniec. Te dwa odcinki sg bokami troj-
kata rownoramiennego o wierzchotkach w wybranych
punktach, co konczy dowdd.

Oznaczmy przez k(101) najwieksza taka liczbe k,
dla ktorej nasze stwierdzenie jest falszywe. Ogdlnie, za-
stepujac liczbe 101 przez n, niech k(n) bedzie najwieksza
mozliwa do wybrania liczba wierzchotkéw n-kata forem-
nego, aby zadne trzy wybrane punkty nie byly wierz-
chotkami tréjkata réwnoramiennego.

Wykazalidmy zatem, ze k(101) <51, jednak doklad-
na warto$é liczby k(101) nie jest znana autorowi. Warto-
$ci k(n) dla n <71 zostaly obliczone przy pomocy kom-
putera przez Bohuslava Zmeka, studenta Uniwersytetu
Masaryka w Brnie. Przedstawia je nastepujaca tabela.

n |3[4]5|6|7|8]9|10[11|12]13]14|15|16
kn)|2|2]2]4(3]|4|4]|4a]|4a|a]|a|6]|4]6

n (17|18 1920|2122 23|24 |25 (26|27 (28|29 |30
k(n)|5|8|6|8|6|8|6|8|7|8|8|8|8]8

n |31|32(33|34|35|36|37|38|39(40 (41|42 |43 |44
k(n)| 8198|109 |10(10(12|10|11| 9 |12]|9 |12

n 4546 (4748|4950 |51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58
k(n)|10(12|10|13 |10 |14 11|14 |11|16|11|16|12|16

n 5960 |61]|62|63]|64|65|66|67|68|69|70|71|72
k(n) 12|16 (13|16 |13 |16 |14|16|13|16 |16 |18|14| ?

Jak widzicie, liczby k(n) ukladaja sie w do$é nie-
regularny sposéb. Spelniona jest jednak pewna ciekawa
zaleznosé:

k(dn+2)=2-k(2n+1)
dla wszystkich n. Czy potraficie ja udowodni¢?
Jaromir Simsa

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Sztuczka z iloczynem
4. Postepuj analogicznie jak w rozwiazaniach zadan 2 i 3.
5. Doprowadz dane rownanie do postaci xy —px —py=0.
O n kolejnych liczbach
5. Wykorzystaj tozsamosci
n' —8n=n(n®-8)=n(n—2)(n®+2n+4),
n'+8n=n(n®+8)=n(n+2)(n®—2n+4).
6. Zauwaz, ze (n+1)>—n=(n+1)>—(n+1)+1.
7. Przeksztatémy: n” —n=n(n’—1)=n(n>-1)(n3+1)=
=n(n—1)(n’+n+1)(n+1)(n®—n+1).

Redaguje zespdl w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Urszula Swianiewicz, Tomasz Szymczyk

(ogélnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuriska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com
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