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21. Udowodnij, zZe dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, rownanie
‘,Bn +yn+1 — Zn—|—2
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich x, vy, z.

Rozwigzanie
Rozpatrzymy dwa przypadki.

1° Liczba n jest nieparzysta.

W tym przypadku liczby n, n+1 oraz n+2 sa parami wzglednie pierwsze (poniewaz
wspélny dzielnik dwdch liczb dzieli réwniez ich réznice).
Poszukamy rozwiazania, przy ktérym dane w zadaniu rownanie przyjmuje postac
2" 42" =2t
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje taka nieujemna liczba catkowita r,
ze
r=0 (modn), r=0 (modn+1) oraz r=-1 (mod n+2).

Woéwezas liczby
T b T r+1
a= — = — CcC=
n’ n+1’ n+2

sa calkowite nieujemne i dla uzyskania rozwigzania rownania wystarczy przyja¢ r =29,
b c
y=2°, z=2°.

2° Liczba n jest parzysta.

W tym przypadku z" oraz 2”12 sa kwadratami liczb naturalnych, wiec ich iloraz jest
kwadratem liczby wymiernej. Wyjdziemy wiec od réwnosci 143 =4, w ktérej iloraz sumy
przez pierwszy ze sktadnikéw jest kwadratem liczby wymiernej. Nastepnie przemnozymy te
rownos¢ przez potegi czynnikéw pierwszych wystepujacych w jej wyrazach, w tym wypadku
21 3.

Szukamy wiec rozwiazania, przy ktorym dane w zadaniu réwnanie przyjmuje postaé

P .39 4 9P .30t —_9p+2 3¢
Rozwigzaniem jest wéwczas tréjka liczb
g=2pr/m.39/n g —op/(n+1) 3(a+1)/(n+1) —  — 9(p+2)/(n+2) 34/ (n+2)
o ile wszystkie wyktadniki sa liczbami catkowitymi. To z kolei wymaga spetnienia nastepu-
jacych kongruencji:
p=0 (mod n), p=0 (modn+1), p=-2 (mod n+2),

a takze
g=0 (mod n), ¢=-1 (modn+1), ¢=0 (mod n+2).
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Powyzsze uktady kongruencji maja rozwigzania p i ¢ bedace liczbami catkowitymi nie-
ujemnymi na mocy nastepujacej ogolnej wersji chinskiego twierdzenia o resztach:

Niech mi, mso, ,ms3, ..., my beda liczbami calkowitymi dodatnimi oraz niech liczby
T1, T2, ,73, ..., ' beda caltkowite. Zalézmy, ze dla dowolnych 1<i<j <k liczba r;—r;
jest podzielna przez NWD(m;,m;). Woéwczas uktad kongruencji

a=r; (mod m;), i=1,2,3,... k
ma rozwigzanie a bedace liczbg catkowita nieujemna.
W naszym przypadku NWD(n,n+1) =NWD(n+1,n+42) =1 oraz NWD(n,n+2) =2.

22. Udowodnij, ze istnieje taka liczba calkowita dodatnia n, Ze dla dowolnej liczby
catkowitej a liczba
(«°)" -a

jest podzielna przez 9991.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
9991 = 100? — 32 =97-103,

a przy tym liczby 97 i 103 sa pierwsze.
Z matego twierdzenia Fermata wynika (zob. rozwiazanie zad. 7 z serii I1), ze dla dowolnej
liczby catkowitej a oraz liczb naturalnych s, ¢

a”®*t =q (mod 97) oraz a'%?"*'=a (mod 103).

Po podstawieniu s =17k oraz t = 16k, powyzsze kongruencje przyjmuja odpowiednio
postac
a'%32 1 =g (mod 97) oraz a'®* T =4 (mod 103),

skad
a'032 1 = ¢ (mod 9991)

dla dowolnej liczby naturalnej k.
W szczegdlnosei dla k =2 otrzymujemy

a??% =g (mod 9991),

wobec czego warunki zadania spetnia n = 3265/5 =653, gdyz (a®)" = a’".

Uwaga

Pozornie dziwne sformutowanie zadania, gdzie wystepuje (a5)n zamiast bardziej natu-
ralnego a°”, wynika z kryptograficznej interpretacji udowodnionego faktu:

Operacja odwrotna do podnoszenia do piatej potegi modulo 9991, jest podnoszenie do po-
tegi 653 modulo 9991.

W ogromnym uproszczeniu, zagadnienie kryptograficzne dotyczy nastepujacej sytuacji.
Wyobrazmy sobie, ze chcemy otrzymaé od naszego wspoélpracownika tajng wiadomo$é a,
bedaca liczba catkowita z zakresu od 0 do 9990, jednak nie dysponujemy sekretnym kanatem
komunikacji. W szczegdlnosci nie mamy mozliwoéci przekazania partnerowi w sposéb poufny
instrukcji dotyczacych sposobu zaszyfrowania informacji. Co robimy? Oglaszamy publicz-
nie przepis na szyfrowanie wiadomosci a kierowanej do nas: Przeslij mi reszte z dzielenia a®
przez 9991, czyli a podniesione do pigtej potegi modulo 9991. Aby odszyfrowaé taka infor-
macje, nalezy odwréci¢ operacje podnoszenia do piatej potegi modulo 9991. W rozwiazaniu
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zadania uzyskaliSmy przepis, jak to zrobi¢, a mianowicie wystarczy otrzymang zaszyfrowana
wiadomos$¢ podnies¢ do potegi 653 modulo 9991. Wyktadnik 653, bedacy kluczem do roz-
szyfrowania wiadomogci, jest nasza tajemnica. Uzyskaliémy go znajac rozktad liczby 9991
na czynniki pierwsze. Znalezienie tego rozktadu jest réwnoznaczne ze ztamianiem szyfru.
Liczba 9991 jest na tyle mala, ze rozltozenie jej na czynniki pierwsze nie nastrecza spe-
cjalnych trudnosci. Gdyby jednak zamiast liczby 9991 uzy¢ liczby m = pq, gdzie p i q sa
odpowiednio wybranymi kilkusetcyfrowymi liczbami pierwszymi, to wedlug obecnego stanu
wiedzy mozna bezpiecznie przyjaé, ze znalezienie czynnikdéw p i ¢ przy znajomosci liczby m
jest w praktyce niewykonalne.

Wedle najlepszej wiedzy autora zadania, zagadnienie numerycznego rozwigzania kon-
gruencji

a®=7r (mod 9991)

przy ustalonym r, w ogélnym przypadku nie daje sie rozwiazaé istotnie szybciej niz przez ko-
lejne sprawdzanie a =0,1,2,3,...,9990, jezeli nie wykorzystamy znajomosci rozktadu liczby
9991 na czynniki pierwsze — bez znajomosci tego rozktadu nie bylibyémy w stanie znalezé
magicznego wyktadnika 653.

23. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Udowodnij, Ze pewna jej wielokrotnosé ma
w zapisie dziesietnym tylko cyfry mniejsze od 3, a przy tym cyfr tych jest nie wiecej niz
(n+1)/2.

Rozwigzanie
Rozwazmy liczby

0, 1, 2, 12, 22, 122, 222, 1222, 2222, 12222, 22222 ..., 222...22,

gdzie ostatnia liczba jest zapisana za pomoca [(n+1)/2] dwéjek ([x] oznacza cze$é calko-
witg liczby x, czyli najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od x). Dla parzystych n mamy
[(n41)/2] =n/2, natomiast dla nieparzystych n zachodzi [(n+1)/2]=(n+1)/2>n/2. Roz-
patrywanych liczb jest w takim razie

2-[(n+1)/2]+1>22-(n/2)+1=n+1>n.
Zatem pewne dwie liczby daja przy dzieleniu przez n t¢ sama reszte.
Ro6znica wigkszej i mniejszej z nich jest wiec podzielna przez n, a ponadto nie ma ona
w zapisie dziesietnym cyfr innych niz 0, 1, 2, gdyz przy wyborze dowolnych dwoch z wypisa-
nych na poczatku liczb, odejmowanie mniejszej od wigkszej odbywa sie bez przeniesienia.

24. Okrqg, ktorego $rednicqg jest wysokos¢ AH trijkgta ABC, przecina boki AB i AC
odpowiednio w punktach D i E. Niech O bedzie Srodkiem okrequ opisanego na trojkqcie
ABC. Wykaz, Ze prosta OA jest prostopadla do prostej DE.

Rozwigzanie
7 réwnoramiennosci trojkata AOC, sumy jego katow, twierdzenia o kacie srodkowym
i wpisanym oraz z sumy katow w trojkacie ABH otrzymujemy

IEAO = %(1800 —JAOC) = %(1800 —2.-4ABC)=90°—4ABC = YBAH.
Poniewaz AH jest érednicg okregu opisanego na czworokacie ADH E, mamy
JAED =<AHD =90°—<DAH =90° — <YBAH.
W takim razie kat pomiedzy prostymi DE i AO wynosi 180° — YFEAO — SAED = 90°.
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25. Pewien wieloScian wypukty ma n wierzchotkéw. Oblicz sume kgtow plaskich wszyst-
kich jego Scian.

Rozwigzanie
Niech k oznacza liczbe krawedzi naszego wieloscianu, S = {s1,$2,...,5, } niech bedzie
zbiorem jego Scian, za$ k(s;) niech oznacza liczbe krawedzi Sciany s; dlai=1,2,...,m. Wow-

czas k(s1)+k(s2)+...+k(sm) =2k, poniewaz kazda krawedz wieloscianu lezy w doktadnie
dwoch jego Scianach.

Suma katéw plaskich wszystkich Scian wielo$cianu wynosi
(k(s1)—2)-180° + (k(s2) —2) - 180° + ...+ (k(sp ) —2)-180° = 180° - (2k — 2m) = 360° - (k —m).

Ze wzoru Eulera wiemy, ze k—m=n—2. W takim razie szukana suma wynosi 360° - (n — 2).

Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu

KAPITAL LUDZKI

7R\ stowarzyszenie MINISTERSTWO Osrooek UNIA EUROPEJSKA
CEN na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI /MV NAROBQXVEJ FUNDUSZ SPOLECZNY

Matematycznej Epukacn

Projekt wspoffinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 4



