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26. Udowodnij, ze istnieje 10190 kolejnych liczb catkowitych dodatnich nie wickszych od
102912 2 ktérych zadna nie jest postaci a®>+b*+c5+d°, gdzie a, b, ¢, d sq liczbami catkowitymi
dodatnims.

Rozwigzanie
Oszacujemy, ile jest liczb postaci a® +b*+c® +d°® nie wickszych od N = 1020 dla liczb
catkowitych dodatnich a,b,c,d.

Nieréwnoéé¢ a3+ b* 4 c® +d® < N moze byé spetniona tylko wtedy, gdy kazdy z czterech
sktadnikoéw po lewej stronie jest nie wiekszy od N, czyli gdy

a<NY3, < NY% c<NY5 d< NS,
Liczba czworek liczb catkowitych dodatnich (a,b,c,d) spelniajacych powyzsze nieréwnosci
jest réwna co najwyzej [Nl/?’} : [Nl/ﬂ . [Nl/ﬂ : [Nl/ﬁ], gdzie [z] oznacza cze$¢ calkowita
liczby . Poniewaz N'/3 nie jest liczba calkowitg, mamy [N 1/ 3} < N3 wiec
[Nl/ﬂ ) [N1/4] ) [Nl/ﬂ ) [NI/G] < NV/3.N1/4. N1/5. N1/6.
Wobec tego oraz na mocy réwnosci
1 1 1 1 20+15+12+10 57 19

3717576 60 60 20
wéréd 102090 poczatkowych liczb catkowitych dodatnich, mniej niz N19/20 = 101990 jest
postaci opisanej w tresci zadania.
Jezeli wiec podzielimy zbiér 102°°° poczatkowych liczb catkowitych dodatnich na 101990

zbioréw, z ktérych kazdy zawiera 10'°° kolejnych liczb, to w co najmniej jednym z tych
zbioréw nie bedzie zadnej liczby postaci a® 4+ b* +¢® +d°, co koficzy rozwigzanie zadania
(znalezione liczby sa nie wigksze od 102°%°, wiec tym bardziej od 102°12).

27. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

1 1 1 1 5 2

1 e .
+4+9+16+ + 3 2n+1

Rozwigzanie
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny (wiecej o tej metodzie mozna przeczytaé¢ w dodatku
tematycznym ,Opowiesci o indukcji”).

1° Dla n=1 po lewej stronie nierownosci znajduje si¢ jeden sktadnik réwny 1, natomiast

prawa strona ma warto$é¢ 373= 1. Zatem dana w zadaniu nierownos$¢ przyjmuje postac

1< 1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczba catkowita dodatnia, ze

141 1 41 1 L L 1 g + 1 5 2
4 9 16 3 2n+1
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Udowodnimy, ze wéwczas

1+1+1+1+ +1+ 1 _5_ 2 W
4916 (n+1)2 3 2n+3

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyj-
nego, otrzymujemy

1+1+1+1+ +1+ 1 <5 2 n 1
49 16 (n+12 "3 2n+1  (n+1)%
co zakonczy dowdd nieréwnosci (1), o ile udowodnimy
2 1 2

2 ST

2n+1  (n+1) 2n+3
Mnozac powyzsza nierownos$é stronami przez iloczyn mianownikéw wystepujacych w niej
wyrazen (wszystkie te mianowniki sa dodatnie), otrzymujemy nieréwnosé réwnowazna:

—2-(2n+3)-(n+1)*+(2n+1)-(2n+3) < —2-(2n+1)-(n+1)?,
ktora kolejno przeksztatlcamy do:
(2n41)-(2n+3) < —2-(2n+1)-(n+1)2+2-(2n+3) - (n+1)?,
(2n+1)-(2n+3)<2-(2n+3—-2n—1)-(n+1)%
(2n+1)-(2n+3) <4-(n+1)?,
4n® +8n+3 <4n’+8n+4,

a to jest nieréwno$¢ prawdziwa dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona nieré6wnos¢ jest prawdziwa dla
kazdego calkowitego dodatniego n.

Uwaga
Zadanie mozna takze rozwigzac, korzystajac z rownosci
1+ ! + ! + ! +...—|—;:§— 2 .
4-0,25 9-0,25 16—-0,25 n?—0,25 3 2n+1

Roéwnosé te mozna udowodni¢ indukcyjnie lub stosujac do sktadnikow lewej strony tozsa-
mosé
1 2 2
k2—-0,25 2k—1 2k+1

i dokonujac uproszczenia wyrazen przeciwnych.

28. Udowodnij, zZe istniejq wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie m, n spelniajgce

réwnanie 2m?+ 72012 =n2.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze liczby x1 =3 oraz y; = 1 spetniaja réwnanie 2y? +7 = x7.

Niech dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k liczby xj oraz y; beda takimi liczbami
catkowitymi dodatnimi, ze

mk+yk\/§:(3+\/§>k

Wéwezas zachodzi rownosé

ZE KAPITAt LUDZKI
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skad

k k k
wp =2 = (ze+uv2) - (me - v2) = (34v2) - (3-v2) =((3+v2) - (3-v2)) =7~
Zatem rownanie dane w zadaniu jest spelnione przez n = x9912 oraz m = ys012. Pozostaje
wykazaé, ze sa to liczby wzglednie pierwsze.

Udowodnimy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k liczby xx, yr sa wzglednie
pierwsze. Poniewaz x% —2y2 =7 k wiec kazdy wspélny dzielnik liczb xj oraz 1 jest takze
dzielnikiem liczby 7%, czyli potega si6demki. Wystarczy zatem wykazaé, ze zadna z liczb
T, Yr nie jest podzielna przez 7. Zauwazmy, ze z uwagi na réwnosé

Tht1 +yk+1\/§= (xk +yk\/§) . (3—1—\/5)

liczby xr, yx spelniaja rownania rekurencyjne

Tpy1=3Tp+2yr  Oraz  Ypy1= Tk + Y. (2)

Udowodnimy indukcyjnie nastepujacy lemat.

Lemat
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k£ spelnione sa kongruencje

2, =3-(—1) "1 (mod 7) oraz  yi=(—1)*! (mod 7). (3)
Dowod lematu
1° Dla k=1 kongruencje (3) sa oczywiscie spelnione.
2° Niech k bedzie taka liczba calkowita dodatnia, ze prawdziwe sa kongruencje (3).
Udowodnimy, ze wéwczas
Tpi1=3- (=12 (mod 7)  oraz  yry1=(—1)""2 (mod 7). (4)

Z kongruencji (3) oraz rekurencji (2) wynika, ze
Tpp1 =306+ 2y =3-3- (=) 2. (=) =11 (=1)** 1 =3. (—=1)**? (mod 7)
oraz
Yre1 =Tp+3yp =3 (1) 43 (= 1)F T =6 (—1)" = (1) (mod 7),
co dowodzi prawdziwosci kongruencji (4).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej kongruencje (3) sa prawdziwe dla kazdego k,
co konczy dowod lematu i rozwiazanie zadania.

Uwagt
Skonstruowane powyzej liczby m i n maja odpowiednio 1297 i 1298 cyfr.

Sama rekurencja (2) nie wystarczy, aby dowodzi¢ indukcyjnie niepodzielnosci liczb xy
i yr przez 7. Niezbedne jest zauwazenie, ze poczatkowe wartosci 1 i y; daja odpowiednie
reszty z dzielenia przez 7. Gdyby bowiem dla pewnego k byto

rp=1 (mod 7) oraz yr=2 (mod 7),
to na mocy (2) mieliby$my

Tp+1 =0 (mod 7) oraz yr+1 =0 (mod 7).
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NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI VMV Matematycznej NARODOWEJ Evukach FUNDUSZ SPOLECZNY

=S

AR\ Stowarzyszenie MINISTERSTWO Osropek UNIA EUROPEJSKA
@ KAPITAL LUDZKI LSVVE EDUKACJI . Rozwoiu EUROPEJSKI

Projekt wspéffinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 3



29. Dany jest trojkgt ABC, w ktorym AC+ BC =2-AB. Punkt I jest $rodkiem okregu
wpisanego w trojkgt ABC, a punkt O jest $rodkiem okregu opisanego ma tym trojkqcie.
Wykaz, zZe jesli O # 1, to proste OI i CI sq prostopadle.

Rozwigzanie

Lemat

Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC' i niech X bedzie srodkiem
tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC, na ktérym nie lezy punkt C. Wowcezas
punkty C, I oraz X sa wspoélliniowe, a ponadto zachodza rownosci AX =BX =1X.

Dowaéd lematu

Niezawierajace punktu C tuki AX i BX sa réwne, wobec tego cigciwy AX i BX maja
jednakowsa dlugosé.

Réwniez katy ACX i BCX sg rowne, poniewaz oba sg wpisane oparte na tukach tej samej
dhugosci. Wobec tego dwusieczna kata AC'B zawiera punkt X . Dwusieczna ta zawiera takze
punkt I, a zatem punkty C, I oraz X sa wspoélliniowe. Ponadto

JIAX =JIAB+YBAX = SIAC +4BCX = JIAC+JACX = JAIX ,

gdyz suma dwoch katéow wewnetrznych w trojkacie jest réwna katowi zewnetrznemu przy
trzecim wierzchotku. Stad wniosek, ze AX =X (tréjkat AXI jest rownoramienny). To
koniczy dowdd lematu.

Przechodzimy teraz do rozwiazania zadania. Niech D, E, F' beda punktami stycznosci
okregu wpisanego w trojkat ABC odpowiednio z bokami BC', CA, AB. Wéwczas BD=BF,
CD=CFEiAE=AF. Stad

1 1 1
CE= E(CE—I—C'D) = E(C’A—FCB—AE—BD) = E(C’A%—CB—AF—BF) =
1 1
= 5(C’A—f—C’B—AB) = iAB.

Niech X bedzie srodkiem tego tuku AB, na ktérym nie lezy punkt C, natomiast przez
Y oznaczmy Srodek boku AB. Wéwczas proste OY i CI przechodza przez punkt X (jako
symetralna boku AB i dwusieczna kata ACB). Ponadto SECI =<JACX = JABX. Stad
oraz z réwnosci BY = %AB =CE, 4BY X =90° = SCEI wnioskujemy, ze tréjkaty CEI
i BY X sa przystajace (cecha kat—bok—kat), w szczegblnosci wiec CT = BX.

Wiemy z lematu, ze BX =1X. W takim razie CI =1X, skad wynika, ze I jest Srodkiem
cieciwy C'X i wobec tego proste OI i C'X sa prostopadte.

30. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 957" —64 jest zlozZona.

Rozwigzanie
1° Zauwazmy, ze 957 =7 (mod 19), a ponadto 73 =343=1 (mod 19), skad wynika, ze
dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k
k
9573+ = 71 — (73) 7.7 =177 =7 (mod 19).
Poniewaz takze 64=7 (mod 19), wiec otrzymujemy
95731 _64=0 (mod 19).

Zatem dana w zadaniu liczba jest zlozona (jako podzielna przez 19 i wieksza od 19), jezeli
liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.
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2° Podobnie 957=8 (mod 73), skad 957* =64 (mod 73). Ponadto
83=512=1 (mod 73).

Wobec tego dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k
k
057342 = g2 — (8%) .82 = 1764 = 64 (mod 73).

Stad otrzymujemy
95732 _64=0 (mod 73).

Zatem dana w zadaniu liczba jest zlozona (jako podzielna przez 73 i wieksza od 73), jezeli
liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

3° Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy liczba n jest podzielna przez 3. W tym
przypadku dana w zadaniu liczba jest zlozona jako rdznica szescianow, gdyz mozemy wow-
czas skorzysta¢ ze wzoru skréconego mnozenia. Niech bowiem n = 3k, gdzie k jest liczba
catkowityg dodatnia. Wtedy

3
9573% _ 64 = (957’“) 43 = (957’f —4) : (9572’“ 1+4.957% + 16) :
gdzie oba czynniki sa wigksze od 1.

Uwagi

Jezeli n jest liczbg parzysta, to ztozono$¢ danej w zadaniu liczby wynika ze wzoru na
réznice kwadratow. Jednak spostrzezenie to nie wydaje sie by¢ przyczynkiem do rozwigzania
zadania, gdyz i tak pozostajacy do rozpatrzenia przypadek n nieparzystego sprowadza sie
do rozwazenia trzech przypadkoéw zamieszczonych w rozwiazaniu powyzej.

Nastepujace dane numeryczne wskazuja, ze najprawdopodobniej nie mozna uniknaé
trzech przypadkdéw rozpatrywanych przez nas w rozwiazaniu zadania.
Dla n =7 dana w zadaniu liczba jest réwna

19-38692782622916827991,

gdzie drugi czynnik jest 20-cyfrowg liczbg pierwsza. Trudno wiec wyobrazié¢ sobie rozwiaza-
nie, ktére nie uzywa argumentu podzielnosci przez 19 jako powodu ztozonosci danej w za-
daniu liczby.

7Z kolei dla n =17 otrzymujemy liczbe

73-6489034483926388583667788350696178702928968861141,

gdzie wystepujacy powyzej 49-cyfrowy czynnik pierwszy odbiera nadzieje na unikniecie
W rozwiazaniu rozwazania podzielnosci przez 73.

Wreszcie dla n =3 przytoczony w rozwiazaniu rozktad wynikajacy ze wzoru na réznice
szeScianow prowadzi do iloczynu

953-919693,

w ktorym oba czynniki sg pierwsze. Nie nalezy wiec spodziewac sie istnienia prostego roz-
wiazania, ktére unika rozkladu réznicy szescianéw na iloczyn. Tym bardziej, ze rozwazanie
podzielnosci przez 953 niewiele moze wnie$¢ do rozwiazania, gdyz dana w zadaniu liczba
jest podzielna przez 953 tylko dla n dajacych przy dzieleniu przez 34 reszte 3.

Pozostaje pytanie, jak mozna bylo wpa$é na przedstawione rozwiazanie zadania. Otoz
wydaje sie, ze najprostsze powody zlozonosci liczb zdefiniowanych wspdélnym wzorem sa
dwa: rozktad wyrazenia definiujacego na iloczyn oraz podzielnos¢ przez ustalong liczbe.
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Poniewaz 64 jest szosta potega, mozna bylo zauwazy¢, ze tatwo wnioskujemy zlozonosé
danej liczby, gdy wyktadnik n jest parzysty lub podzielny przez 3, gdyz wtedy mozemy
skorzysta¢ ze wzoru na réznice odpowiednio kwadratow lub szesciandw.

W pozostatych przypadkach probujemy dowodzi¢ podzielnosci przez konkretne liczby.
Tylko ktore? Ano te mozliwie nieduze liczby pierwsze, ktérych obecno$é jesteSmy w stanie
stwierdzi¢ w rozkladach danych w zadaniu liczb na czynniki pierwsze.

Biorac n =1 otrzymujemy liczbe 957 —64 =893 =19-47, skad wskazéwka, aby badac
podzielnos¢ przez 19.

Z kolei dla n=2 mamy 957? —64 = (957 —8)-(957+8) =949-965=13-73-5-193. Badanie
podzielnosci przez 5 i 13 nie prowadzi do niczego uzytecznego, bo pozwala wyeliminowaé
liczby n dajace przy dzieleniu przez 4 reszte 2 (a wiec tylko parzyste, z ktérymi umiemy
juz sobie poradzi¢). Nastepna w kolejce liczba 73 prowadzi do przypadku brakujacego do

pelnego rozwiazania zadania.
Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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