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Streszczenie

Tematem mojej pracy sa punkty takie, ze suma kwadratéw odleglosci punktéw z wezesniej ustalonego
zbioru od prostej przechodzacej przez 6w punkt jest niezalezna od wyboru prostej. Dowodze miedzy
innymi, ze zawsze istnieje doktadnie jeden lub dwa takie punkty — w pierwszym przypadku jest to srodek
masy punktéw obranego zbioru, w drugim punkty symetryczne wzgledem $rodka masy. Prezentuje
przyklady zastosowania tego twierdzenia i rozwazam wybrane przypadki, w szczeg6lnoséci dla zbioru

wierzchotkéw trojkata.

1 Definicja i proste wlasnosci zbioru u

Definicja. Niech A = {44,...,A4,} bedzie zbiorem punktéw na plaszczyznie. Wezmy punkt X taki, ze
dla kazdej prostej k przechodzacej przez X suma kwadratow odlegtosci punktow Ay, ..., A, od k jest taka
sama. Zbior (. A) definiujemy jako zbior wszystkich punktow X spelniajacych powyzszy warunek.

Z definicji wynikaja natychmiast nastepujace wnioski:

Fakt 1. Suma kwadratow odlegtosci jest taka sama dla kazdej prostej przechodzacej przez kazdy

z punktow zbioru u(A).

Dowdd. Dla dowodu wystarczy pokazaé, ze rozwazana suma ma te sama wartos¢ dla dwdch punktéw

X,Y € u(A) — jest to oczywiste, jesli jako prosta k z definicji przyjmiemy prosta XY O

Fakt 2. Jesli ANB =0, X € u(A) i X € u(B), to X € u(AUB).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnej prostej k przechodzacej przez X zachodzi
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Zadanie 1. (I etap IV OMG)
Punkt S jest srodkiem kwadratu ABCD. Wykaz, ze S € u({A, B,C, D}).

Dowdd. Ze wzgledu na symetrie wzgledem S (lub po uwzglednieniu faktu 2) stwierdzamy, ze wystarczy
wykazaé, iz S € u({A, B}). W tym celu wezmy prosta k przechodzaca przez S. Niech A’ i B’ beda rzutami
prostokatnymi odpowiednio A i B na k. Z prostego rachunku na katach i réwnosci AS = BS otrzymujemy,
ze NAA'S = ANSB’'B (ponizsze rysunki ilustruja dwa mozliwe przypadki).

Stad i z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AAA’S mamy, ze rozwazana suma to:
AA” + BB"? = AA”? + SA? = AS?

Jest zatem niezalezna od wyboru prostej k, co koniczy dowdd. O

Otrzymany w powyzszym zadaniu wynik (S € u({A, B})) razem z faktem 2 prowadzi do nastepujacego

wniosku:

Fakt 3. Niech A},..., A beda obrazami punktéw odpowiednio A;,..., A, w obrocie o 90° wokot
punktu X. Wéwczas X € p({A1,..., An, AL, ..., ALY).



2 Twierdzenie o zbiorze u

Mozna zadaé pytanie o liczno$¢ (w szczegélnosci o niepustosé) zbioru p(A) w ogolnym przypadku, jak rowniez
o potozenie punktow tego zbioru wzgledem punktéw zbioru A. Odpowiedzi na te pytania dostarcza ponizsze

twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Niech A ={Ay,..., A,} bedzie zbiorem punktéw na ptaszczyznie, a S $rodkiem masy tych punktéw. Wowczas

w(A) = {S} lub do zbioru u(A) nalezq doktadnie dwa punkty symetryczne wzgledem S.

Dowdd. Oznaczmy wspotrzedne punktow Ay, ..., A, odpowiednio przez (x1,y1),. .., (@n,yn). Na poczatek

zbadajmy, czy (0,0) € u(A). Wezmy dowolng prosta k przechodzaca przez punkt (0,0) — jej rownanie jest

postaci x sin z + y cos z = 0 dla pewnego parametru z. Rozwazana suma (oznaczmy ja przez f(z)) wynosil:

2
f(Z)ZZ\AikF:Z |$iSIH:+inOSZ‘ :Z(xisinz+yicosz)2:
V/sin? 2 + cos? z

= Z(mf sin? z 4 y2 cos® z 4 a1, sin 2z) = (sin? 2) Z x? + (cos? 2) Z y? + (sin22) Z ZiYi

Zauwazmy, ze suma ta jest taka sama dla kazdej prostej k wtedy i tylko wtedy gdy f/(z) jest funkcja stale

rowng 0. Tymczasem:
f'(z) = (sin22) (Z - Z yf) + 2(cos 2z) Z TiYi

Latwo sie przekona¢ (ktadac np. 2 =01z = J), ze f' = 0 wtedy i tylko wtedy gdy:

fo:ny i sz‘yizo (1)

Aby zbadaé, czy punkt (a,b) nalezy do p(A), mozemy przesunaé zbior A o wektor —[a, b] i sprawdzic,
czy jego obraz spelnia warunek odpowiadajacy warunkowi (1). Poniewaz wspoélrzedne obrazéw punktow
Ay, A, to (1 —a,y1 — b), .., (T — @,y — D), wiec mozemy stwierdzié, ze (a,b) € u(A) wtedy i tylko
wtedy gdy:

Z(xi —a)? = Z(yi —b)? i Z(ﬂCi —a)(yi—b)=0 (2)

W dalszej czesci dowodu skupimy sie na rozwigzaniu tego uktadu réwnan.

1Wszystkie sumy indeksuje domysélnie od i = 1 do n.



Dygresja. Jesli w n-wymiarowej przestrzeni oznaczymy O = (0,...,0), X = (z1,...,2,), Y = (Y1, -, Yn),
u=1[1,...,1],t0 (x1—a,...,zn,—a) = X —ai jest parametrycznym rownaniem prostej przechodzacej przez X
i rownoleglej do @; analogicznie dla (y; — b, ..., y, —b). Oznaczmy te proste odpowiednio przez k i [ — sg one
rownoleglte. Dodatkowo oznaczmy punkty A = X —aii, B = Y —bil. Geometryczng interpretacja warunku (2)
jest wowezas OA% = OB? i OA o OB = 0. Poniewaz dwie proste rownolegle i punkt wyznaczaja przestrzen
co najwyzej trojwymiarowa, wiec znalezienie punktu (a,b) spetniajacego (2) jest rownowazne rozwiazaniu
nastepujacego problemu:

W przestrzeni tréjwymiarowej dany jest punkt O oraz proste réwnolegte k i l. ZnaleZé punkty A€k i B €l
takie, ze OA =0OB i OA 1L OB.

Dla uproszczenia dalszych obliczeri przyjmijmy uktad wspoétrzednych o poczatku w srodku masy punktow
Ay, ..., Ay, czylitaki, w ktorym >~ a; = 0 = > y;. Przez proste przeksztatcenia otrzymujemy, ze warunek (2)

jest rownowazny uktadowi réwnan:

A+ Yl =0+ Ly
ab=—1% z;y;

Rozwazmy teraz trzy przypadki:

1. Para (a,b) = (0,0) spelnia (3).
Zachodzi wtedy Y z;y; = 01 > 22 = y2, czyli uktad rownari przyjmuje postaé:

a? = v?
ab=20

Oczywiscie nie ma on innego rozwiazania.

2. Zachodzi " x;y; = 0, ale (0,0) nie spelnia (3).
Gdyby zachodzila réwnosé Y x? = Y y?, to whrew zalozeniu (0,0) byloby rozwiazaniem ukladu (3).
Rozwazmy wiec przypadek, gdy > 2? > > y2. W takim wypadku latwo wykazaé, ze uklad (3) ma
dwa rozwiazania (0,bg) i (0, —bo), gdzie b = (327 — > y?). W przypadku przeciwnej nieréwnosci

jest analogicznie: rozwiazaniami sg (ao,0) i (—ag,0), gdzie a = 1 (X y? — > 2?).

3. Zachodzi > z;y; # 0.

Woéwezas mnozac pierwsze réwnanie przez a’ i uwzgledniajac drugie, otrzymujemy réwnanie

dwukwadratowe:

2
e (ot - Y0E) - (5 L) o0



Rozpatrywane jako réwnanie kwadratowe wzgledem a?

2
A:;(Z;::?—ny)z—i—él(izgciyi) >0

Ma zatem dwa rozwigzania na a?, przy czym ze wzoru Viete’a ich iloczyn wynosi

ma wyrédznik:

f(% S x9:)? < 0, zatem jedno z rozwigzan jest dodatnie i jedno ujemne. Réwnanie na a ma wiec
dokladnie dwa rozwiazania ag i —ag (ag # 0). Przyjmijmy by = —%;y’ Pary (ap,bo) 1 (—ag, —bo)
w oczywisty sposob spetniaja druga rownosé uktadu (3). Po podzieleniu rownania dwukwadratowego
przez a? otrzymujemy, ze spelniaja takze pierwsza. Oznacza to, Ze sa one wszystkimi rozwiazaniami

uktadu (3).

W kazdym z przypadkéw teza twierdzenia jest spelniona, co konczy dowdd. O

Uwaga. W momencie, gdy dobraliémy uktad wspoétrzednych o poczatku w srodku masy, moglismy do-
datkowo wziaé¢ taki, w ktéorym suma »_ x;y; jest rowna 0. Wynika to z faktu, ze jesli w pewnym ukladzie
suma ta jest rowna M, to w ukladzie obréconym o 90° jest rowna —M. Z ciaglosci zmiany tej sumy przy
obracaniu uktadu otrzymujemy, ze istnieje uktad o sumie réwnej 0. Pozwolitoby to na ograniczenie sie do

rozwazenia dwoch pierwszych przypadkéw, jednak formalizacja powyzszej obserwacji bytaby uciazliwa.

Dowiedziemy teraz waznego wniosku, ktory wynika z warunku (1) i znacznie upraszcza sprawdzanie, czy
dany punkt nalezy do p(A). Mowi on, ze zamiast zgodnie z definicja sprawdzi¢ rowno$¢ sum dla wszystkich

mozliwych prostych, wystarczy sprawdzié¢ dla trzech.

Whiosek. Punkt X nalezy do zbioru u(A) wtedy i tylko wtedy gdy dla trzech parami réznych prostych k

przechodzqgcych przez X suma kwadratow odlegtosci punktow A, ..., A, od k jest taka sama.

Dowdd. Wynikanie w jedna strone z definicji p(A) jest oczywiste. Zalézmy wiec, ze suma kwadratow
odleglosci jest taka sama dla trzech réznych prostych k przechodzacych przez X. Wezmy uklad wspotrzed-
nych, w ktorym X = (0,0) i o§ = pokrywa sie z jedna z tych prostych. Mamy wowczas rownosé
f(0) = f(#z1) = f(z2) dla pewnych roznych 21, 22 z przedzialu (0,7) (do takiego mozemy sie ograniczyc).
Rownosé f(0) = f(z1) po uzyciu jedynki trygonometrycznej i podzieleniu stronami przez sinz; (z1 € (0,7))
daje:

(sin z1) (Z y? — Za:f) = (cosz1) - Qinyi

Zauwazmy, 7e jesli > z;y; = 0, to réwniez > y? — > z? = 0, co dowodzi tezy (warunek (1)).



Przypusémy wiec, ze > x;y; # 0. Wtedy zachodzi:

Yup— Y}

ctg 21 = ="

2> wiyi
7 analogicznej rownosci dla zo wynika, ze ctg z; = ctg 2o, co razem z roéznowartosciowoscia funkcji ctg z
w przedziale (0,7) daje z1 = z9. Otrzymana sprzeczno$¢ z warunkiem z; # zo dowodzi prawdziwosci

tezy. O

Uwaga. Yatwo zauwazyé, ze postawionego warunku nie da sie poprawié; inaczej moéwiac, nie jest
prawdziwe analogiczne twierdzenie dla dwoch prostych. Na przykiad jesli punkt C lezy na dwusiecznej
kata AOB, to kwadraty odleglosci punktu C od prostych OA i OB sg takie same, ale oczywiscie punkt O
nie nalezy do u({C}) — wystarczy wzia¢ prosta OC.

3 Przyklady uzycia tego twierdzenia

Twierdzenie 1 daje wiele narzedzi do badania zbioru p. Ponizsze przyktady pokazuja, w jaki sposéb mozna

z nich korzystac.

Przyklad 1. Zbadajmy zbior u({A, B,C,D}), gdzie ABCD jest rombem o katach 60° i 120°, czyli
sktadajacym sie z dwoch trojkatéw rownobocznych. Przyjmijmy AC > BD.
Sposdb I. Stosunek dhugosci przekatnych tego rombu wynosi v/3. Mozemy wiec obra¢ uktad wspotrzednych,
w ktorym:
A= (—V3,0), B=(0,—1), C = (v/3,0), D =(0,1)
Woweczas srodek masy rombu to punkt (0,0). Rozwiazmy odpowiednik ukladu réwnan (3) z twierdzenia 1.

Dla powyzszych danych ma on postac:

3 1
2 7—2 7. =
a—|—2 b+21ab0

Oczywiscie rozwigzaniami sg pary (0,1) i (0, —1). OtrzymaliSmy zatem, ze u({A, B,C,D}) = {B, D}.



Sposdb II. Przez h oznaczmy wysokoS¢ trojkata rownobocznego ABD. Wowczas odleglosci d(A, BD),
d(4, BC), d(C,BD), d(C,AB), d(D,AB), d(D,BC) sa rowne h. W zwiazku z tym sumy kwadratow
odleglosci wierzchotkéw rombu od prostych BA, BC, BD s réwne 2h%. Zgodnie z wnioskiem z twierdzenia 1
oznacza to, ze B € u({A, B,C,D}). Po uwzglednieniu tezy twierdzenia 1 otrzymujemy tak jak poprzednio
u({A,B,C,D}) = {B,D}.

Przyklad 2. Tym razem wezmy trojkat prostokatny rownoramienny ABC z katem prostym przy wierz-
chotku B i zastanowmy sie nad u({4, B,C}).
Sposdb I. Przyjmijmy A = (0,1), B = (0,0), C = (1,0). Rozwiazmy odpowiednik ukladu réownan (2)

z twierdzenia 1. Po podstawieniu danych i uproszczeniu jest to:
a?=0b> i 3ab=a+b

Rozwiazujac, otrzymujemy punkty (0,0) i (2, 3).

Sposdb II. Niech D bedzie punktem takim, ze ABC'D jest kwadratem. Niech S i FE bedg punktami na prostej
AD takimi, ze AS = SE = E_D, czyli dzielacymi odcinek AD na trzy przystajace. Z zadania 1 wiemy, Ze
B e u({A,B,C}). S jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC oraz punkty B i F sa symetryczne wzgledem S,
wiec z twierdzenia 1 u({A, B,C}) = {B, E}.




Twierdzenie 1 pozwala takze na tatwe uogoélnienie tezy zadania 1 na dowolny wielokat foremny. Ponizsze

zadanie z pewnoscia posiada wiele rozwigzan, ale te przytoczone sa wyjatkowo proste.

Zadanie 2.

Zbior A = {A1, As, ..., An} jest zbiorem wierzchotkéw n-kqta foremnego o Srodku S. Wykazaé, ze S € u(A).

Dowdd. Przypus$émy, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Wowczas istnieje punkt X = S nalezacy do u(A).
Kazdy obroét wokét S o wielokrotnosé kata 27” przeksztalca zbior A na siebie, a wiec punkt X przeksztatca
na punkt nalezacy do u(A). Poniewaz przez takie obroty otrzymujemy n parami roznych punktow, wiec
zbior pu(A) jest co najmniej n-elementowy (n > 3). Jednoczesnie zgodnie z twierdzeniem 1 jest co najwyzej

dwuelementowy, co prowadzi do sprzecznosci. O

Inne rozwigzanie. Ze wzgledu na wspomniang symetri¢ suma kwadratéw odlegtosci punktoéw zbioru A
od prostych SA;, SAs, SAs jest taka sama. Dla wielokatow foremnych innych niz kwadrat sa to proste

parami rézne, co na mocy wniosku z twierdzenia 1 daje teze.



4 Zbioér i dla wierzchotkéw trojkata

Na podstawie rozwazan w twierdzeniu 1 mozna podejrzewaé, ze przypadek, gdy srodek masy zbioru A nalezy
do u(A), jest dosé szczegdlny. Zbadamy to na przyktadzie trojkata®. Wykazaliémy juz, ze wspomniany
przypadek zachodzi dla trojkata rownobocznego — okazuje sie, ze tylko dla niego.

Twierdzenie 2.
Niech S bedzie srodkiem ciezkosci trdjkgta ABC. Wowcezas S € u({A, B,C}) wtedy i tylko wtedy gdy tréjkqt
ABC jest rownoboczny.

Dowdd. Dowdd w jedng strone zostal juz przeprowadzony w ramach zadania 2. PrzeprowadZzmy wiec rozu-

mowanie w druga strone — zalézmy, ze S € u({4, B,C}).

Oznaczmy przez A’ i B’ rzuty prostokatne punktow A i B na srodkowe BL i AK odpowiednio. Oczy-
wiscie d(C,BL) = AA’ i d(C,AK) = BB’. Poniewaz S € u({A, B,C?}), wiec sumy kwadratow odlegtosci
punktéw A, B, C od prostych AK i BL sa réwne. Oznacza to, ze 2AA’? = 2BB'?, czyli AA’ = BB’'. Razem
z rownosciami katow <AA’S = 90° = <BB’S i <ASA’ = «BSB’ (katy wierzchotkowe) oznacza to przys-

tawanie trojkatow AAA'S i ABB'S. Stad z kolei wynika réownosé AS = BS i w konsekwencji KS = LS

(AS _ o _ BS
KS — 7 LS

ANASL = ABSK. 7 tego przystawania wynika réwnos¢ AL = BK, czyli AC = BC.

). Te dwie réwnosci razem ze wspomniang wczesniej rownoscig katow <ASL i <BSK daja

c

Analogicznie otrzymujemy réwnos¢ AB = BC'. Trojkat ABC ma zatem boki réwnej dtugosci, co dowodzi

tezy. O

2W nastepnym punkcie takze w ogélnym przypadku.



Skoro dla trojkata nieréwnobocznego u({A, B, C}) zawsze jest dwuelementowy, to warto zbada¢ mozliwe
geometryczne powigzania punktéow tego zbioru z trojkatem ABC. Ponizsze twierdzenie dowodzi interesu-

jacego zwiazku z ogniskami pewnej elipsy wpisanej w ten trojkat.

Twierdzenie 3.
Niech S bedzie $rodkiem ciezkosci tréjkqta nieréwnobocznego ABC, u({A, B,C}) = {P,Q}, ponadto niech
F i G bedg ogniskami elipsy o Srodku S wpisanej w trojkgt ABC. Wiowczas czworokgt FQGP jest rombem
P

o stosunku przekgtnych % =/2.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego trojkata ABC istnieje elipsa weri wpisana o §rodku w §rodku
ciezkosci trojkata. W tym celu wezmy dowolny tréjkat rownoboczny A’'B’C’ i przeksztalcenie afiniczne
przeksztalcajace A’B’'C’ na ABC. Przeprowadza ono okrag wpisany w trojkat A’B’C’ na elipse wpisang
w trojkat ABC. Przeksztalcenia afiniczne zachowuja Srodek elipsy i §rodek ciezkosci trojkata, wiec srodkiem
otrzymanej elipsy jest §rodek ciezkosci trojkata ABC. Ponadto gdy trojkat ABC' nie jest réwnoboczny,

elipsa ta nie jest okregiem. Mozna réwniez latwo wykazaé, ze istnieje dokladnie jedna taka elipsa.

Niech e bedzie ta elipsa, a k symetralng odcinka F'G. Przez powinowactwo prostokatne g o osi k
i odpowiedniej skali (z przedziatu (0,1)) mozemy przeksztalci¢ elipse e na okrag — oznaczmy go o. Niech
A’B’C’ bedzie obrazem trojkata ABC przy tym powinowactwie. Okrag o jest wpisany w A’B’C’. Oczywiscie
S € k, wiec obrazem punktu S jest on sam. W zwigzku z tym punkt S jest jednoczesnie srodkiem ciezkosci
trojkata A’ B'C" (przeksztalcenia afiniczne zachowuja srodek ciezkosci) oraz srodkiem okregu wen wpisanego

(zachowuja tez $rodek elipsy), wiec trojkat A’B’C” jest rownoboczny.

A

Przyjmijmy uktad wspolrzednych, w ktorym o$ = pokrywa sie z prosta k, S = (0,0) oraz okrag o ma
promieri 1. Oznaczmy A’ = (x1,y1), B’ = (z2,y2), ¢’ = (x3,y3). Z prostych rachunkéw wynika, ze boki

10



trojkata A’'B'C' sg rowne 2v/3. Z tezy zadania 2 dla trojkata rownobocznego wynika, ze S € u({A’, B',C"}),
wiec z definicji zbioru p wielkosci #7 + 23 + 2% i y? + y3 + y3 jako sumy kwadratow odleglosci A’, B, C’
od osi uktadu sg réwne sumie kwadratéw odlegloéci od dowolnej prostej przechodzacej przez S. Dla prostej

A’S latwo obliczamy, ze suma ta wynosi 6, wiec:
oi +ah+a3=6=y +y3+y3 (4)
Ponadto korzystajac z warunku (1) z twierdzenia 1, otrzymujemy:

T1y1 + Toy2 + T3ys =0 (5)

Wezmy teraz przeksztalcenie afiniczne odwrotne do powinowactwa g. Jest to powinowactwo prostokatne
oosi kiskali @ > 1. Przeksztalca ono punkt (z,y) na (z,ay), wiec A = (z1,ay1), B = (22,ay2),
C = (z3, ays).

Rozwiazemy dla punktow A, B, C uktad odpowiedni do ukladu (3) z twierdzenia 1. Na poczatek

zauwazmy, ze zgodnie z rownosciami (4) i (5):

1 6
(@l +as+a3) =5 =2,

3 3
1 o? 602
3 ((ay1)” + (ay2)? + (aws)?) = 5 (i + 43 +3) = - =207,
1 o
_§(I1 cayy + X9 ays + 23 - ays) = —g( 1Y1 + x2y2 + x3y3) =0

Rozwiazywany uktad réwnan przyjmuje wiec postac:
a?+2=0+2a> i ab=0

W zwiazku z tym, ze o > 1, rozwigzaniami sa (v2-va2 —1,0) i (—v2-va2 —1,0). Sa to punkty zbioru
w({A, B,C}), czyli punkty P i Q.

11



Latwo zauwazy¢, ze elipsa e ma poétosie dltugosci 11 a. Stad wynika, ze odlegtos¢ miedzy jej srodkiem

a ogniskiem jest rowna v/a? — 1. Dlatego ogniska F' i G to punkty (0,va? — 1)1 (0,—va? —1).

Punkty P, @, F, G o wyznaczonych wyzej wspotrzednych spelniajg teze, co koriczy dowod. O

5 Wrtlasnosci zbiorow A takich, ze |u(A)| =1

Wréémy do problemu postawionego na poczatku poprzedniego punktu. Wyniki poszukiwan ogélnych warunkow

na zbiory A takie, ze |u(A)| = 1, przedstawione sa ponize;j.

Twierdzenie 4.
Niech A = {Ay,...,A,} bedzie zbiorem punktow na plaszczyinie, a Ag jednym z tych punktéow. Oznaczmy
zbior Ay, = A\{Ay} oraz punkt Sy, — $rodek masy zbioru Ay,. Wowczas |pu(A)| = 1 wtedy i tylko wtedy gdy

J§, (Ax) € p(Ag), gdzie o = \/g

Dowdd. Przyjmijmy uktad wspohzednych o poczatku w Sk, niech A1 = (z1,91), ..., An = (Tn,yn). Mamy

woOwczas:

ISR it

i#k i#k
Srodkiem masy zbioru A jest zatem punkt (£ Y z;, 2> y;) = (%:, %), Na mocy twierdzenia 1 réwnosé
|£(A)| =1 jest rownowazna temu, ze punkt ten spelnia warunek (2) z tegoz twierdzenia. Przez rownowazne

przeksztalcenia otrzymujemy kolejno:

D% - ) = D% - p)?
S — (% —y) =0
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ne ()2 =25k w3 af = (B)2 -2 B Ty 3T y7
nefEL M — S STy = B S T+ Y wiy =0

Po skorzystaniu z warunku Z#k r;, =0= Z#k Yit

<

2 2
2
T el e nt = - g+ D W

n
EUE — Ty — 2+ Yk + ), Y = 0
(%)2 + ﬁ Z#k x} = (%)2 + n%l Z#k Y7

Tk

Zp Yk — _ 1 s
n vn ~ n—l1 Zi;ékmlyl

Otrzymalismy uktad odpowiadajacy uktadowi (3) z twierdzenia 1 — jest on réwnowazny temu, ze
(%, %) € p(Ag) (punkt (0,0) jest srodkiem masy zbioru Ax). Oczywiscie jest to rownowazne drugiemu
warunkowi twierdzenia, co koriczy dowod. O

Przyklad 3. Pokazemy, jak z twierdzenia 4 w prosty sposob wynika twierdzenie 2. Wezmy trojkat ABC
o $rodku ciezkosci S nalezacym do u({A, B,C}). Niech M bedzie srodkiem odcinka AB — jest to $rodek
masy zbioru {A, B}. Skoro S € p({A, B,C}), to zgodnie z teza twierdzenia 4 dla zbioru {4, B,C}, n =3
i wyréznionego wierzchotka C' otrzymujemy, ze punkt D = J§;(C) nalezy do zbioru pu({A, B}), gdzie v = /3.
Otrzymany w zadaniu 1 wynik dotyczacy zbioru p({A, B}) razem z teza twierdzenia 1 prowadzi do wniosku,

ze trojkat ABD jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym z katem prostym przy wierzchotku D. Tréjkat

ABC jest wiec trojkatem rownoramiennym o podstawie AB i §rodkowej dlugosci:

CM = DMV3 = AB?

Trojkat ABC' jest wiec rownoboczny.
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6 Minimalna suma kwadratéw odleglosci

Postawmy teraz problem pozornie niezwiazany bezposrednio z dotychczasowymi rozwazaniami — zastanéwmy
sie, dla jakiej prostej suma kwadratow odleglosdci ustalonych punktéw od tej prostej jest minimalna. Jest to
znany problem, ale istnieje zwiazek z szukang prosta a punktami zbioru pu. Ponadto rozwiazywalnosé tego

problemu jest zalezna od licznosci zbioru p.

Twierdzenie 5.
Niech A bedzie skoriczonym zbiorem punktow na plaszczyzinie takim, ze u(A) = {P,Q}. Dla prostej k przez
s(k) oznaczmy sume kwadratow odlegtosci punktow zbioru A od prostej k. Wowczas symetralna odcinka PQ

jest jedyng prostq, dla ktorej funkcja s przyjmuje warto$é minimalng.

Dowdd. Niech S bedzie srodkiem masy zbioru A, oznaczmy ponadto n = |A|. Wezmy dowolna prosta k
nieprzechodzaca przez S. Niech k' bedzie prosta rownolegla do k i przechodzaca przez S, a d odlegloscia
miedzy prostymi k i k'. Wowczas z twierdzenia Steinera s(k) = s(k’) + nd? > s(k’) (d # 0). Oznacza to, ze

poszukiwania minimum mozemy ograniczy¢ do prostych przechodzacych przez S.

Niech [ bedzie symetralng odcinka PQ (oczywiscie S € [) oraz niech d = SP. Oznaczmy przez M warto$¢
s(m) dla kazdej prostej m przechodzacej przez P — stalo$¢ tej sumy wynika z okreslenia punktu P. Wezmy
dowolng prosta k przechodzaca przez S. Kat miedzy prostymi k il oznaczmy przez «. Niech &k’ bedzie prosta
rownolegla do k i przechodzaca przez P. Odlegtosé miedzy prostymi k i k' to d cos . Z twierdzenia Steinera
otrzymujemy s(k) = s(k') — n(dcosa)? = M — nd? cos®> o > M — nd? = s(l), przy czym réwno$é¢ zachodzi

tylko dla cos? a = 1 (d # 0), czyli dla k = [, co koticzy dowdod. O

Uwagi. W ten sam sposob mozemy otrzymacé, ze s(PQ) jest maksymalna wartoscia s dla wszystkich
prostych przechodzacych przez S. Ponadto w przypadku p(A) = {S} minimalna warto$¢ jest przyjmowana
dla kazdej prostej przechodzacej przez S.

Potlaczenie tez twierdzen 3 i 5 daje nastepujacy wniosek:

Fakt 4. Dany jest trojkat nieréwnoboczny ABC. Srodek wpisanej wen elipsy e pokrywa sie ze srodkiem
ciezkosci trojkata ABC. Woéwczas wielka o$ elipsy e wyznacza jedyna prosta taka, ze suma kwadratow

odlegtosci punktéw A, B, C od tej prostej jest minimalna.
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7 Perspektywy rozwoju

Przedstawiony problem jest otwarty. Poza podaniem kolejnych przyktadéw oraz udowodnieniem nowych

wlasnosci mozna zastanowi¢ sie nad pewnymi uogoélnieniami.

e Mozna zauwazy¢, ze w rozumowaniu z twierdzenia 1 nic sie nie zmieni, je$li punktom

zbioru A przypiszemy rézne masy.

e Rozwazania mozna probowaé rozszerzy¢ na nieskorniczone zbiory punktow A. Wymagaltoby to zmiany

definicji i zapewne uzycia bardziej zaawansowanego aparatu matematycznego.

e Podobny do przedstawionego problem mozna postawi¢ dla zbioru A w przestrzeni tréjwymiarowe;j.
Zachodza tu dwie mozliwosci — odpowiednikiem prostej k z definicji moze by¢ ptaszczyzna lub prosta.
Latwo zauwazy(¢, ze jesli zbiory zdefiniowane w tych przypadkach oznaczymy odpowiednio uq (A) i pa(A),

to p1(A) C ua(A). Widaé wiec, ze istnieje miedzy tymi definicjami $ciste powiazanie.

e Jesli polaczy¢ wszystkie te uogodlnienia, mozna zastanowi¢ sie nad fizyczng interpretacja problemu
i potencjalnym praktycznym zastosowaniem — suma kwadratéw odleglosci punktéw ciata od prostej

nosi nazwe momentu bezwtadnosci i pelni wazna role w dynamice ruchu obrotowego.
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