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Streszczenie

Tematem mojej pracy s¡ punkty takie, »e suma kwadratów odlegªo±ci punktów z wcze±niej ustalonego

zbioru od prostej przechodz¡cej przez ów punkt jest niezale»na od wyboru prostej. Dowodz¦ mi¦dzy

innymi, »e zawsze istnieje dokªadnie jeden lub dwa takie punkty � w pierwszym przypadku jest to ±rodek

masy punktów obranego zbioru, w drugim punkty symetryczne wzgl¦dem ±rodka masy. Prezentuj¦

przykªady zastosowania tego twierdzenia i rozwa»am wybrane przypadki, w szczególno±ci dla zbioru

wierzchoªków trójk¡ta.

1 De�nicja i proste wªasno±ci zbioru µ

De�nicja. Niech A = {A1, . . . , An} b¦dzie zbiorem punktów na pªaszczy¹nie. We¹my punkt X taki, »e

dla ka»dej prostej k przechodz¡cej przez X suma kwadratów odlegªo±ci punktów A1, . . . , An od k jest taka

sama. Zbiór µ(A) de�niujemy jako zbiór wszystkich punktów X speªniaj¡cych powy»szy warunek.

Z de�nicji wynikaj¡ natychmiast nast¦puj¡ce wnioski:

Fakt 1. Suma kwadratów odlegªo±ci jest taka sama dla ka»dej prostej przechodz¡cej przez ka»dy

z punktów zbioru µ(A).

Dowód. Dla dowodu wystarczy pokaza¢, »e rozwa»ana suma ma t¦ sam¡ warto±¢ dla dwóch punktów

X,Y ∈ µ(A) � jest to oczywiste, je±li jako prost¡ k z de�nicji przyjmiemy prost¡ XY .

Fakt 2. Je±li A ∩ B = ∅, X ∈ µ(A) i X ∈ µ(B), to X ∈ µ(A ∪ B).

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e dla dowolnej prostej k przechodz¡cej przez X zachodzi∑
P∈A∪B

|Pk|2 =
∑
P∈A
|Pk|2 +

∑
P∈B
|Pk|2

1



Zadanie 1. (I etap IV OMG)

Punkt S jest ±rodkiem kwadratu ABCD. Wyka», »e S ∈ µ({A,B,C,D}).

Dowód. Ze wzgl¦du na symetri¦ wzgl¦dem S (lub po uwzgl¦dnieniu faktu 2) stwierdzamy, »e wystarczy

wykaza¢, i» S ∈ µ({A,B}). W tym celu we¹my prost¡ k przechodz¡c¡ przez S. Niech A′ i B′ b¦d¡ rzutami

prostok¡tnymi odpowiednio A i B na k. Z prostego rachunku na k¡tach i równo±ci AS = BS otrzymujemy,

»e 4AA′S ≡ 4SB′B (poni»sze rysunki ilustruj¡ dwa mo»liwe przypadki).

St¡d i z twierdzenia Pitagorasa dla trójk¡ta 4AA′S mamy, »e rozwa»ana suma to:

AA′2 +BB′2 = AA′2 + SA′2 = AS2

Jest zatem niezale»na od wyboru prostej k, co ko«czy dowód.

Otrzymany w powy»szym zadaniu wynik (S ∈ µ({A,B})) razem z faktem 2 prowadzi do nast¦puj¡cego

wniosku:

Fakt 3. Niech A′1, . . . , A
′
n b¦d¡ obrazami punktów odpowiednio A1, . . . , An w obrocie o 90◦ wokóª

punktu X. Wówczas X ∈ µ({A1, . . . , An, A
′
1, . . . , A

′
n}).

2



2 Twierdzenie o zbiorze µ

Mo»na zada¢ pytanie o liczno±¢ (w szczególno±ci o niepusto±¢) zbioru µ(A) w ogólnym przypadku, jak równie»

o poªo»enie punktów tego zbioru wzgl¦dem punktów zbioru A. Odpowiedzi na te pytania dostarcza poni»sze

twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Niech A = {A1, . . . , An} b¦dzie zbiorem punktów na pªaszczy¹nie, a S ±rodkiem masy tych punktów. Wówczas

µ(A) = {S} lub do zbioru µ(A) nale»¡ dokªadnie dwa punkty symetryczne wzgl¦dem S.

Dowód. Oznaczmy wspóªrz¦dne punktów A1, . . . , An odpowiednio przez (x1, y1), . . . , (xn, yn). Na pocz¡tek

zbadajmy, czy (0, 0) ∈ µ(A). We¹my dowoln¡ prost¡ k przechodz¡c¡ przez punkt (0, 0) � jej równanie jest

postaci x sin z + y cos z = 0 dla pewnego parametru z. Rozwa»ana suma (oznaczmy j¡ przez f(z)) wynosi1:

f(z) =
∑
|Aik|2 =

∑(
|xi sin z + yi cos z|√

sin2 z + cos2 z

)2

=
∑

(xi sin z + yi cos z)2 =

=
∑

(x2i sin2 z + y2i cos2 z + xiyi sin 2z) = (sin2 z)
∑

x2i + (cos2 z)
∑

y2i + (sin 2z)
∑

xiyi

Zauwa»my, »e suma ta jest taka sama dla ka»dej prostej k wtedy i tylko wtedy gdy f ′(z) jest funkcj¡ stale

równ¡ 0. Tymczasem:

f ′(z) = (sin 2z)
(∑

x2i −
∑

y2i

)
+ 2(cos 2z)

∑
xiyi

�atwo si¦ przekona¢ (kªad¡c np. z = 0 i z = π
4 ), »e f

′ ≡ 0 wtedy i tylko wtedy gdy:∑
x2i =

∑
y2i i

∑
xiyi = 0 (1)

Aby zbada¢, czy punkt (a, b) nale»y do µ(A), mo»emy przesun¡¢ zbiór A o wektor −[a, b] i sprawdzi¢,

czy jego obraz speªnia warunek odpowiadaj¡cy warunkowi (1). Poniewa» wspóªrz¦dne obrazów punktów

A1, . . . , An to (x1 − a, y1 − b), . . . , (xn − a, yn − b), wi¦c mo»emy stwierdzi¢, »e (a, b) ∈ µ(A) wtedy i tylko

wtedy gdy: ∑
(xi − a)2 =

∑
(yi − b)2 i

∑
(xi − a)(yi − b) = 0 (2)

W dalszej cz¦±ci dowodu skupimy si¦ na rozwi¡zaniu tego ukªadu równa«.

1Wszystkie sumy indeksuj¦ domy±lnie od i = 1 do n.
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Dygresja. Je±li w n-wymiarowej przestrzeni oznaczymyO = (0, . . . , 0),X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn),

~u = [1, . . . , 1], to (x1−a, . . . , xn−a) = X−a~u jest parametrycznym równaniem prostej przechodz¡cej przezX

i równolegªej do ~u; analogicznie dla (y1− b, . . . , yn− b). Oznaczmy te proste odpowiednio przez k i l � s¡ one

równolegªe. Dodatkowo oznaczmy punkty A = X−a~u, B = Y −b~u. Geometryczn¡ interpretacj¡ warunku (2)

jest wówczas OA2 = OB2 i ~OA ◦ ~OB = 0. Poniewa» dwie proste równolegªe i punkt wyznaczaj¡ przestrze«

co najwy»ej trójwymiarow¡, wi¦c znalezienie punktu (a, b) speªniaj¡cego (2) jest równowa»ne rozwi¡zaniu

nast¦puj¡cego problemu:

W przestrzeni trójwymiarowej dany jest punkt O oraz proste równolegªe k i l. Znale¹¢ punkty A ∈ k i B ∈ l

takie, »e OA = OB i OA ⊥ OB.

Dla uproszczenia dalszych oblicze« przyjmijmy ukªad wspóªrz¦dnych o pocz¡tku w ±rodku masy punktów

A1, . . . , An, czyli taki, w którym
∑
xi = 0 =

∑
yi. Przez proste przeksztaªcenia otrzymujemy, »e warunek (2)

jest równowa»ny ukªadowi równa«: a
2 + 1

n

∑
x2i = b2 + 1

n

∑
y2i

ab = − 1
n

∑
xiyi

(3)

Rozwa»my teraz trzy przypadki:

1. Para (a, b) = (0, 0) speªnia (3).

Zachodzi wtedy
∑
xiyi = 0 i

∑
x2i =

∑
y2i , czyli ukªad równa« przyjmuje posta¢:a

2 = b2

ab = 0

Oczywi±cie nie ma on innego rozwi¡zania.

2. Zachodzi
∑
xiyi = 0, ale (0, 0) nie speªnia (3).

Gdyby zachodziªa równo±¢
∑
x2i =

∑
y2i , to wbrew zaªo»eniu (0, 0) byªoby rozwi¡zaniem ukªadu (3).

Rozwa»my wi¦c przypadek, gdy
∑
x2i >

∑
y2i . W takim wypadku ªatwo wykaza¢, »e ukªad (3) ma

dwa rozwi¡zania (0, b0) i (0,−b0), gdzie b20 = 1
n (
∑
x2i −

∑
y2i ). W przypadku przeciwnej nierówno±ci

jest analogicznie: rozwi¡zaniami s¡ (a0, 0) i (−a0, 0), gdzie a20 = 1
n (
∑
y2i −

∑
x2i ).

3. Zachodzi
∑
xiyi 6= 0.

Wówczas mno»¡c pierwsze równanie przez a2 i uwzgl¦dniaj¡c drugie, otrzymujemy równanie

dwukwadratowe:

a4 + a2 · 1

n

(∑
x2i −

∑
y2i

)
−
(

1

n

∑
xiyi

)2

= 0
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Rozpatrywane jako równanie kwadratowe wzgl¦dem a2 ma wyró»nik:

∆ =
1

n2

(∑
x2i −

∑
y2i

)2
+ 4

(
1

n

∑
xiyi

)2

> 0

Ma zatem dwa rozwi¡zania na a2, przy czym ze wzoru Viete'a ich iloczyn wynosi

−( 1
n

∑
xiyi)

2 < 0, zatem jedno z rozwi¡za« jest dodatnie i jedno ujemne. Równanie na a ma wi¦c

dokªadnie dwa rozwi¡zania a0 i −a0 (a0 6= 0). Przyjmijmy b0 = −
∑
xiyi
na0

. Pary (a0, b0) i (−a0,−b0)

w oczywisty sposób speªniaj¡ drug¡ równo±¢ ukªadu (3). Po podzieleniu równania dwukwadratowego

przez a20 otrzymujemy, »e speªniaj¡ tak»e pierwsz¡. Oznacza to, »e s¡ one wszystkimi rozwi¡zaniami

ukªadu (3).

W ka»dym z przypadków teza twierdzenia jest speªniona, co ko«czy dowód.

Uwaga. W momencie, gdy dobrali±my ukªad wspóªrz¦dnych o pocz¡tku w ±rodku masy, mogli±my do-

datkowo wzi¡¢ taki, w którym suma
∑
xiyi jest równa 0. Wynika to z faktu, »e je±li w pewnym ukªadzie

suma ta jest równa M , to w ukªadzie obróconym o 90◦ jest równa −M . Z ci¡gªo±ci zmiany tej sumy przy

obracaniu ukªadu otrzymujemy, »e istnieje ukªad o sumie równej 0. Pozwoliªoby to na ograniczenie si¦ do

rozwa»enia dwóch pierwszych przypadków, jednak formalizacja powy»szej obserwacji byªaby uci¡»liwa.

Dowiedziemy teraz wa»nego wniosku, który wynika z warunku (1) i znacznie upraszcza sprawdzanie, czy

dany punkt nale»y do µ(A). Mówi on, »e zamiast zgodnie z de�nicj¡ sprawdzi¢ równo±¢ sum dla wszystkich

mo»liwych prostych, wystarczy sprawdzi¢ dla trzech.

Wniosek. Punkt X nale»y do zbioru µ(A) wtedy i tylko wtedy gdy dla trzech parami ró»nych prostych k

przechodz¡cych przez X suma kwadratów odlegªo±ci punktów A1, . . . , An od k jest taka sama.

Dowód. Wynikanie w jedn¡ stron¦ z de�nicji µ(A) jest oczywiste. Zaªó»my wi¦c, »e suma kwadratów

odlegªo±ci jest taka sama dla trzech ró»nych prostych k przechodz¡cych przez X. We¹my ukªad wspóªrz¦d-

nych, w którym X = (0, 0) i o± x pokrywa si¦ z jedn¡ z tych prostych. Mamy wówczas równo±¢

f(0) = f(z1) = f(z2) dla pewnych ró»nych z1, z2 z przedziaªu (0, π) (do takiego mo»emy si¦ ograniczy¢).

Równo±¢ f(0) = f(z1) po u»yciu jedynki trygonometrycznej i podzieleniu stronami przez sin z1 (z1 ∈ (0, π))

daje:

(sin z1)
(∑

y2i −
∑

x2i

)
= (cos z1) · 2

∑
xiyi

Zauwa»my, »e je±li
∑
xiyi = 0, to równie»

∑
y2i −

∑
x2i = 0, co dowodzi tezy (warunek (1)).
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Przypu±¢my wi¦c, »e
∑
xiyi 6= 0. Wtedy zachodzi:

ctg z1 =

∑
y2i −

∑
x2i

2
∑
xiyi

Z analogicznej równo±ci dla z2 wynika, »e ctg z1 = ctg z2, co razem z ró»nowarto±ciowo±ci¡ funkcji ctg z

w przedziale (0, π) daje z1 = z2. Otrzymana sprzeczno±¢ z warunkiem z1 6= z2 dowodzi prawdziwo±ci

tezy.

Uwaga. �atwo zauwa»y¢, »e postawionego warunku nie da si¦ poprawi¢; inaczej mówi¡c, nie jest

prawdziwe analogiczne twierdzenie dla dwóch prostych. Na przykªad je±li punkt C le»y na dwusiecznej

k¡ta AOB, to kwadraty odlegªo±ci punktu C od prostych OA i OB s¡ takie same, ale oczywi±cie punkt O

nie nale»y do µ({C}) � wystarczy wzi¡¢ prost¡ OC.

3 Przykªady u»ycia tego twierdzenia

Twierdzenie 1 daje wiele narz¦dzi do badania zbioru µ. Poni»sze przykªady pokazuj¡, w jaki sposób mo»na

z nich korzysta¢.

Przykªad 1. Zbadajmy zbiór µ({A,B,C,D}), gdzie ABCD jest rombem o k¡tach 60◦ i 120◦, czyli

skªadaj¡cym si¦ z dwóch trójk¡tów równobocznych. Przyjmijmy AC > BD.

Sposób I. Stosunek dªugo±ci przek¡tnych tego rombu wynosi
√

3. Mo»emy wi¦c obra¢ ukªad wspóªrz¦dnych,

w którym:

A = (−
√

3, 0), B = (0,−1), C = (
√

3, 0), D = (0, 1)

Wówczas ±rodek masy rombu to punkt (0, 0). Rozwi¡»my odpowiednik ukªadu równa« (3) z twierdzenia 1.

Dla powy»szych danych ma on posta¢:

a2 +
3

2
= b2 +

1

2
i ab = 0

Oczywi±cie rozwi¡zaniami s¡ pary (0, 1) i (0,−1). Otrzymali±my zatem, »e µ({A,B,C,D}) = {B,D}.
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Sposób II. Przez h oznaczmy wysoko±¢ trójk¡ta równobocznego ABD. Wówczas odlegªo±ci d(A,BD),

d(A,BC), d(C,BD), d(C,AB), d(D,AB), d(D,BC) s¡ równe h. W zwi¡zku z tym sumy kwadratów

odlegªo±ci wierzchoªków rombu od prostych BA, BC, BD s¡ równe 2h2. Zgodnie z wnioskiem z twierdzenia 1

oznacza to, »e B ∈ µ({A,B,C,D}). Po uwzgl¦dnieniu tezy twierdzenia 1 otrzymujemy tak jak poprzednio

µ({A,B,C,D}) = {B,D}.

Przykªad 2. Tym razem we¹my trójk¡t prostok¡tny równoramienny ABC z k¡tem prostym przy wierz-

choªku B i zastanówmy si¦ nad µ({A,B,C}).

Sposób I. Przyjmijmy A = (0, 1), B = (0, 0), C = (1, 0). Rozwi¡»my odpowiednik ukªadu równa« (2)

z twierdzenia 1. Po podstawieniu danych i uproszczeniu jest to:

a2 = b2 i 3ab = a+ b

Rozwi¡zuj¡c, otrzymujemy punkty (0, 0) i ( 2
3 ,

2
3 ).

Sposób II. Niech D b¦dzie punktem takim, »e ABCD jest kwadratem. Niech S i E b¦d¡ punktami na prostej

AD takimi, »e ~AS = ~SE = ~ED, czyli dziel¡cymi odcinek AD na trzy przystaj¡ce. Z zadania 1 wiemy, »e

B ∈ µ({A,B,C}). S jest ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC oraz punkty B i E s¡ symetryczne wzgl¦dem S,

wi¦c z twierdzenia 1 µ({A,B,C}) = {B,E}.
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Twierdzenie 1 pozwala tak»e na ªatwe uogólnienie tezy zadania 1 na dowolny wielok¡t foremny. Poni»sze

zadanie z pewno±ci¡ posiada wiele rozwi¡za«, ale te przytoczone s¡ wyj¡tkowo proste.

Zadanie 2.

Zbiór A = {A1, A2, . . . , An} jest zbiorem wierzchoªków n-k¡ta foremnego o ±rodku S. Wykaza¢, »e S ∈ µ(A).

Dowód. Przypu±¢my, »e teza zadania nie jest prawdziwa. Wówczas istnieje punkt X 6= S nale»¡cy do µ(A).

Ka»dy obrót wokóª S o wielokrotno±¢ k¡ta 2π
n przeksztaªca zbiór A na siebie, a wi¦c punkt X przeksztaªca

na punkt nale»¡cy do µ(A). Poniewa» przez takie obroty otrzymujemy n parami ró»nych punktów, wi¦c

zbiór µ(A) jest co najmniej n-elementowy (n ≥ 3). Jednocze±nie zgodnie z twierdzeniem 1 jest co najwy»ej

dwuelementowy, co prowadzi do sprzeczno±ci.

Inne rozwi¡zanie. Ze wzgl¦du na wspomnian¡ symetri¦ suma kwadratów odlegªo±ci punktów zbioru A

od prostych SA1, SA2, SA3 jest taka sama. Dla wielok¡tów foremnych innych ni» kwadrat s¡ to proste

parami ró»ne, co na mocy wniosku z twierdzenia 1 daje tez¦.
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4 Zbiór µ dla wierzchoªków trójk¡ta

Na podstawie rozwa»a« w twierdzeniu 1 mo»na podejrzewa¢, »e przypadek, gdy ±rodek masy zbioru A nale»y

do µ(A), jest do±¢ szczególny. Zbadamy to na przykªadzie trójk¡ta2. Wykazali±my ju», »e wspomniany

przypadek zachodzi dla trójk¡ta równobocznego � okazuje si¦, »e tylko dla niego.

Twierdzenie 2.

Niech S b¦dzie ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC. Wówczas S ∈ µ({A,B,C}) wtedy i tylko wtedy gdy trójk¡t

ABC jest równoboczny.

Dowód. Dowód w jedn¡ stron¦ zostaª ju» przeprowadzony w ramach zadania 2. Przeprowad¹my wi¦c rozu-

mowanie w drug¡ stron¦ � zaªó»my, »e S ∈ µ({A,B,C}).

Oznaczmy przez A′ i B′ rzuty prostok¡tne punktów A i B na ±rodkowe BL i AK odpowiednio. Oczy-

wi±cie d(C,BL) = AA′ i d(C,AK) = BB′. Poniewa» S ∈ µ({A,B,C}), wi¦c sumy kwadratów odlegªo±ci

punktów A, B, C od prostych AK i BL s¡ równe. Oznacza to, »e 2AA′2 = 2BB′2, czyli AA′ = BB′. Razem

z równo±ciami k¡tów ^AA′S = 90◦ = ^BB′S i ^ASA′ = ^BSB′ (k¡ty wierzchoªkowe) oznacza to przys-

tawanie trójk¡tów 4AA′S i 4BB′S. St¡d z kolei wynika równo±¢ AS = BS i w konsekwencji KS = LS

(ASKS = 2 = BS
LS ). Te dwie równo±ci razem ze wspomnian¡ wcze±niej równo±ci¡ k¡tów ^ASL i ^BSK daj¡

4ASL ≡ 4BSK. Z tego przystawania wynika równo±¢ AL = BK, czyli AC = BC.

Analogicznie otrzymujemy równo±¢ AB = BC. Trójk¡t ABC ma zatem boki równej dªugo±ci, co dowodzi

tezy.

2W nast¦pnym punkcie tak»e w ogólnym przypadku.
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Skoro dla trójk¡ta nierównobocznego µ({A,B,C}) zawsze jest dwuelementowy, to warto zbada¢ mo»liwe

geometryczne powi¡zania punktów tego zbioru z trójk¡tem ABC. Poni»sze twierdzenie dowodzi interesu-

j¡cego zwi¡zku z ogniskami pewnej elipsy wpisanej w ten trójk¡t.

Twierdzenie 3.

Niech S b¦dzie ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta nierównobocznego ABC, µ({A,B,C}) = {P,Q}, ponadto niech

F i G b¦d¡ ogniskami elipsy o ±rodku S wpisanej w trójk¡t ABC. Wówczas czworok¡t FQGP jest rombem

o stosunku przek¡tnych PQ
FG =

√
2.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e dla dowolnego trójk¡ta ABC istnieje elipsa we« wpisana o ±rodku w ±rodku

ci¦»ko±ci trójk¡ta. W tym celu we¹my dowolny trójk¡t równoboczny A′B′C ′ i przeksztaªcenie a�niczne

przeksztaªcaj¡ce A′B′C ′ na ABC. Przeprowadza ono okr¡g wpisany w trójk¡t A′B′C ′ na elips¦ wpisan¡

w trójk¡t ABC. Przeksztaªcenia a�niczne zachowuj¡ ±rodek elipsy i ±rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta, wi¦c ±rodkiem

otrzymanej elipsy jest ±rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC. Ponadto gdy trójk¡t ABC nie jest równoboczny,

elipsa ta nie jest okr¦giem. Mo»na równie» ªatwo wykaza¢, »e istnieje dokªadnie jedna taka elipsa.

Niech e b¦dzie t¡ elips¡, a k symetraln¡ odcinka FG. Przez powinowactwo prostok¡tne g o osi k

i odpowiedniej skali (z przedziaªu (0, 1)) mo»emy przeksztaªci¢ elips¦ e na okr¡g � oznaczmy go o. Niech

A′B′C ′ b¦dzie obrazem trójk¡ta ABC przy tym powinowactwie. Okr¡g o jest wpisany w A′B′C ′. Oczywi±cie

S ∈ k, wi¦c obrazem punktu S jest on sam. W zwi¡zku z tym punkt S jest jednocze±nie ±rodkiem ci¦»ko±ci

trójk¡ta A′B′C ′ (przeksztaªcenia a�niczne zachowuj¡ ±rodek ci¦»ko±ci) oraz ±rodkiem okr¦gu we« wpisanego

(zachowuj¡ te» ±rodek elipsy), wi¦c trójk¡t A′B′C ′ jest równoboczny.

Przyjmijmy ukªad wspóªrz¦dnych, w którym o± x pokrywa si¦ z prost¡ k, S = (0, 0) oraz okr¡g o ma

promie« 1. Oznaczmy A′ = (x1, y1), B′ = (x2, y2), C ′ = (x3, y3). Z prostych rachunków wynika, »e boki
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trójk¡ta A′B′C ′ s¡ równe 2
√

3. Z tezy zadania 2 dla trójk¡ta równobocznego wynika, »e S ∈ µ({A′, B′, C ′}),

wi¦c z de�nicji zbioru µ wielko±ci x21 + x22 + x23 i y21 + y22 + y23 jako sumy kwadratów odlegªo±ci A′, B′, C ′

od osi ukªadu s¡ równe sumie kwadratów odlegªo±ci od dowolnej prostej przechodz¡cej przez S. Dla prostej

A′S ªatwo obliczamy, »e suma ta wynosi 6, wi¦c:

x21 + x22 + x23 = 6 = y21 + y22 + y23 (4)

Ponadto korzystaj¡c z warunku (1) z twierdzenia 1, otrzymujemy:

x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0 (5)

We¹my teraz przeksztaªcenie a�niczne odwrotne do powinowactwa g. Jest to powinowactwo prostok¡tne

o osi k i skali α > 1. Przeksztaªca ono punkt (x, y) na (x, αy), wi¦c A = (x1, αy1), B = (x2, αy2),

C = (x3, αy3).

Rozwi¡»emy dla punktów A, B, C ukªad odpowiedni do ukªadu (3) z twierdzenia 1. Na pocz¡tek

zauwa»my, »e zgodnie z równo±ciami (4) i (5):

1

3
(x21 + x22 + x23) =

6

3
= 2,

1

3

(
(αy1)2 + (αy2)2 + (αy3)2

)
=
α2

3
(y21 + y22 + y23) =

6α2

3
= 2α2,

−1

3
(x1 · αy1 + x2 · αy2 + x3 · αy3) = −α

3
(x1y1 + x2y2 + x3y3) = 0

Rozwi¡zywany ukªad równa« przyjmuje wi¦c posta¢:

a2 + 2 = b2 + 2α2 i ab = 0

W zwi¡zku z tym, »e α > 1, rozwi¡zaniami s¡ (
√

2 ·
√
α2 − 1, 0) i (−

√
2 ·
√
α2 − 1, 0). S¡ to punkty zbioru

µ({A,B,C}), czyli punkty P i Q.
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�atwo zauwa»y¢, »e elipsa e ma póªosie dªugo±ci 1 i α. St¡d wynika, »e odlegªo±¢ mi¦dzy jej ±rodkiem

a ogniskiem jest równa
√
α2 − 1. Dlatego ogniska F i G to punkty (0,

√
α2 − 1) i (0,−

√
α2 − 1).

Punkty P, Q, F, G o wyznaczonych wy»ej wspóªrz¦dnych speªniaj¡ tez¦, co ko«czy dowód.

5 Wªasno±ci zbiorów A takich, »e |µ(A)| = 1

Wró¢my do problemu postawionego na pocz¡tku poprzedniego punktu. Wyniki poszukiwa« ogólnych warunków

na zbiory A takie, »e |µ(A)| = 1, przedstawione s¡ poni»ej.

Twierdzenie 4.

Niech A = {A1, . . . , An} b¦dzie zbiorem punktów na pªaszczy¹nie, a Ak jednym z tych punktów. Oznaczmy

zbiór Ak = A\{Ak} oraz punkt Sk � ±rodek masy zbioru Ak. Wówczas |µ(A)| = 1 wtedy i tylko wtedy gdy

JαSk
(Ak) ∈ µ(Ak), gdzie α =

√
1
n .

Dowód. Przyjmijmy ukªad wspóªrz¦dnych o pocz¡tku w Sk, niech A1 = (x1, y1), . . . , An = (xn, yn). Mamy

wówczas: ∑
i 6=k

xi = 0 =
∑
i 6=k

yi

�rodkiem masy zbioru A jest zatem punkt ( 1
n

∑
xi,

1
n

∑
yi) = (xk

n ,
yk
n ). Na mocy twierdzenia 1 równo±¢

|µ(A)| = 1 jest równowa»na temu, »e punkt ten speªnia warunek (2) z tego» twierdzenia. Przez równowa»ne

przeksztaªcenia otrzymujemy kolejno:
∑

(xk

n − xi)
2 =

∑
(ykn − yi)

2∑
(xk

n − xi)(
yk
n − yi) = 0
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n · (
xk

n )2 − 2 · xk

n ·
∑
xi +

∑
x2i = n · (ykn )2 − 2 · ykn ·

∑
yi +

∑
y2i

n · xk

n ·
yk
n −

xk

n ·
∑
yi − yk

n ·
∑
xi +

∑
xiyi = 0

Po skorzystaniu z warunku
∑
i6=k xi = 0 =

∑
i6=k yi:

x2
k

n −
2xk

n · xk + x2k +
∑
i 6=k x

2
i =

y2k
n −

2yk
n · yk + y2k +

∑
i 6=k y

2
i

xkyk
n − xk

n · yk −
yk
n · xk + xkyk +

∑
i 6=k xiyi = 0( xk√

n
)2 + 1

n−1
∑
i 6=k x

2
i = ( yk√

n
)2 + 1

n−1
∑
i 6=k y

2
i

xk√
n
· yk√

n
= − 1

n−1
∑
i6=k xiyi

Otrzymali±my ukªad odpowiadaj¡cy ukªadowi (3) z twierdzenia 1 � jest on równowa»ny temu, »e

( xk√
n
, yk√

n
) ∈ µ(Ak) (punkt (0, 0) jest ±rodkiem masy zbioru Ak). Oczywi±cie jest to równowa»ne drugiemu

warunkowi twierdzenia, co ko«czy dowód.

Przykªad 3. Poka»emy, jak z twierdzenia 4 w prosty sposób wynika twierdzenie 2. We¹my trójk¡t ABC

o ±rodku ci¦»ko±ci S nale»¡cym do µ({A,B,C}). Niech M b¦dzie ±rodkiem odcinka AB � jest to ±rodek

masy zbioru {A,B}. Skoro S ∈ µ({A,B,C}), to zgodnie z tez¡ twierdzenia 4 dla zbioru {A,B,C}, n = 3

i wyró»nionego wierzchoªka C otrzymujemy, »e punktD = JαM (C) nale»y do zbioru µ({A,B}), gdzie α =
√

1
3 .

Otrzymany w zadaniu 1 wynik dotycz¡cy zbioru µ({A,B}) razem z tez¡ twierdzenia 1 prowadzi do wniosku,

»e trójk¡t ABD jest trójk¡tem prostok¡tnym równoramiennym z k¡tem prostym przy wierzchoªkuD. Trójk¡t

ABC jest wi¦c trójk¡tem równoramiennym o podstawie AB i ±rodkowej dªugo±ci:

CM = DM
√

3 = AB

√
3

2

Trójk¡t ABC jest wi¦c równoboczny.
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6 Minimalna suma kwadratów odlegªo±ci

Postawmy teraz problem pozornie niezwi¡zany bezpo±rednio z dotychczasowymi rozwa»aniami � zastanówmy

si¦, dla jakiej prostej suma kwadratów odlegªo±ci ustalonych punktów od tej prostej jest minimalna. Jest to

znany problem, ale istnieje zwi¡zek z szukan¡ prost¡ a punktami zbioru µ. Ponadto rozwi¡zywalno±¢ tego

problemu jest zale»na od liczno±ci zbioru µ.

Twierdzenie 5.

Niech A b¦dzie sko«czonym zbiorem punktów na pªaszczy¹nie takim, »e µ(A) = {P,Q}. Dla prostej k przez

s(k) oznaczmy sum¦ kwadratów odlegªo±ci punktów zbioru A od prostej k. Wówczas symetralna odcinka PQ

jest jedyn¡ prost¡, dla której funkcja s przyjmuje warto±¢ minimaln¡.

Dowód. Niech S b¦dzie ±rodkiem masy zbioru A, oznaczmy ponadto n = |A|. We¹my dowoln¡ prost¡ k

nieprzechodz¡c¡ przez S. Niech k′ b¦dzie prost¡ równolegª¡ do k i przechodz¡c¡ przez S, a d odlegªo±ci¡

mi¦dzy prostymi k i k′. Wówczas z twierdzenia Steinera s(k) = s(k′) + nd2 > s(k′) (d 6= 0). Oznacza to, »e

poszukiwania minimum mo»emy ograniczy¢ do prostych przechodz¡cych przez S.

Niech l b¦dzie symetraln¡ odcinka PQ (oczywi±cie S ∈ l) oraz niech d = SP . Oznaczmy przezM warto±¢

s(m) dla ka»dej prostej m przechodz¡cej przez P � staªo±¢ tej sumy wynika z okre±lenia punktu P . We¹my

dowoln¡ prost¡ k przechodz¡c¡ przez S. K¡t mi¦dzy prostymi k i l oznaczmy przez α. Niech k′ b¦dzie prost¡

równolegª¡ do k i przechodz¡c¡ przez P . Odlegªo±¢ mi¦dzy prostymi k i k′ to d cosα. Z twierdzenia Steinera

otrzymujemy s(k) = s(k′) − n(d cosα)2 = M − nd2 cos2 α ≥ M − nd2 = s(l), przy czym równo±¢ zachodzi

tylko dla cos2 α = 1 (d 6= 0), czyli dla k = l, co ko«czy dowód.

Uwagi. W ten sam sposób mo»emy otrzyma¢, »e s(PQ) jest maksymaln¡ warto±ci¡ s dla wszystkich

prostych przechodz¡cych przez S. Ponadto w przypadku µ(A) = {S} minimalna warto±¢ jest przyjmowana

dla ka»dej prostej przechodz¡cej przez S.

Poª¡czenie tez twierdze« 3 i 5 daje nast¦puj¡cy wniosek:

Fakt 4. Dany jest trójk¡t nierównoboczny ABC. �rodek wpisanej we« elipsy e pokrywa si¦ ze ±rodkiem

ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC. Wówczas wielka o± elipsy e wyznacza jedyn¡ prost¡ tak¡, »e suma kwadratów

odlegªo±ci punktów A, B, C od tej prostej jest minimalna.
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7 Perspektywy rozwoju

Przedstawiony problem jest otwarty. Poza podaniem kolejnych przykªadów oraz udowodnieniem nowych

wªasno±ci mo»na zastanowi¢ si¦ nad pewnymi uogólnieniami.

• Mo»na zauwa»y¢, »e w rozumowaniu z twierdzenia 1 nic si¦ nie zmieni, je±li punktom

zbioru A przypiszemy ró»ne masy.

• Rozwa»ania mo»na próbowa¢ rozszerzy¢ na niesko«czone zbiory punktów A. Wymagaªoby to zmiany

de�nicji i zapewne u»ycia bardziej zaawansowanego aparatu matematycznego.

• Podobny do przedstawionego problem mo»na postawi¢ dla zbioru A w przestrzeni trójwymiarowej.

Zachodz¡ tu dwie mo»liwo±ci � odpowiednikiem prostej k z de�nicji mo»e by¢ pªaszczyzna lub prosta.

�atwo zauwa»y¢, »e je±li zbiory zde�niowane w tych przypadkach oznaczymy odpowiednio µ1(A) i µ2(A),

to µ1(A) ⊆ µ2(A). Wida¢ wi¦c, »e istnieje mi¦dzy tymi de�nicjami ±cisªe powi¡zanie.

• Je±li poª¡czy¢ wszystkie te uogólnienia, mo»na zastanowi¢ si¦ nad �zyczn¡ interpretacj¡ problemu

i potencjalnym praktycznym zastosowaniem � suma kwadratów odlegªo±ci punktów ciaªa od prostej

nosi nazw¦ momentu bezwªadno±ci i peªni wa»n¡ rol¦ w dynamice ruchu obrotowego.
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